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Здания и сооружения в процессе эксплуатации подвергаются разнообразным внешним 
воздействиям, что приводит к постепенному снижению их несущей способности. Вследствие этого 
возникает необходимость ремонта и усиления поврежденных элементов конструкций. 
Реконструкция и техническое перевооружение промышленных предприятий приводит в 
большинстве случаев к увеличению эксплуатационных нагрузок, что также вызывает потребность 
в увеличении несущей способности сооружений.  

В настоящее время существуют теоретические разработки и практические методы по 
определению несущей способности усиливаемых статически определимых конструкций [1, 2]. 

Методика определения эффективности усиления эксплуатируемых статически 
неопределимых конструкций с учетом пластических деформаций рассмотрена в работах [3, 4]. 
В отмеченных публикациях особенности прочности и деформирования конструкций, усиливаемых 
в напряжённом состоянии, изучались в основном для элементов, имеющих простейшие формы 
поперечного сечения. 

Способы расчета усиливаемых сжатых железобетонных конструкций описаны в [5]. В этой 
работе основное внимание уделено проблеме устойчивости элементов.  

Вопросы реконструкции и ремонта старинных стальных балочных конструкций и 
дальнейшее их использование в качестве несущих конструкций междуэтажных перекрытий 
изложены в [6]. 

Вариационному методу расчета напряженно-деформированного состояния усиливаемых 
нагруженных конструкций посвящены работы [7, 8]. В статье [7] рассмотрен расчет усиливаемой 
рамной конструкции способом увеличения сечения. Метод расчета усиленной стержневой 
конструкции в случае, когда при усилении проводятся монтажные работы, вызывающие 
возникновение дополнительных монтажных напряжений, изложен в [8]. Приведен расчет 
напряженно-деформированного состояния усиливаемой статически определимой балки при 
возникновении только упругих деформаций. 

Публикации [9, 10] посвящены методу усиления конструкций предварительным 
напряжением. В статье [9] изложена методика конечно-элементного моделирования и расчета 
усиления конструкции предварительно напряженными канатами. Установлено, что использование 
предварительного напряжения позволяет не только усилить конструкцию, но и ликвидировать уже 
имеющиеся прогибы и трещины. 

Различные вопросы усиления и деформирования нагруженных стальных конструкций 
рассмотрены в [11, 12, 13]. Результаты конечно-элементного анализа нагруженной стальной 
балки, усиливаемой способом наращивания сечения, изложены в [11]. Методы усиления 
конструкции эксплуатируемых стальных железнодорожных мостов приведено в [12], где даны 
результаты расчетов 3D модели конструкции усиливаемого моста методом конечных элементов. 

Влияние монтажных напряжений на напряженно деформированное состояние усиливаемых 
нагруженных конструкций рассмотрено в монографии [13]. Как отмечается в [13], изложенные в 
нем методики по расчету усиленных под нагрузкой стержневых систем можно рассматривать лишь 
как первое приближение, нуждающееся в дополнительной проверке с помощью численных 
методов расчета.  

В коммерческих компьютерных программах, используемых в настоящее время для расчетов, 
не учитываются некоторые особенности, возникающие при моделировании напряженно-
деформированного состояния конструкций, усиленных при действии на них нагрузки. 
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Указанные факторы определяют необходимость применения специальных разработок по 
методам расчета усиленных конструкций. 

В данной статье излагается метод расчета усиливаемых нагруженных статически 
неопределимых конструкций. В отличие от ранее опубликованных работ авторов [7, 8], здесь 
рассматривается вариационный метод расчета стержневых систем, усиливаемых как способами 
увеличения сечения элементов, так и изменением конструктивной и расчетной схемы конструкций 
путем установки дополнительных элементов (устройством оттяжек и контрфорсов, постановкой 
подкосов, связевых элементов). Исследуются вопросы влияния монтажных напряжений и 
последовательности выполнения этапов усиления на степень повышения несущей способности 
усиливаемых стержневых систем. Предполагается, что деформации являются упругими. 

Особенности усиленных под нагрузкой элементов рассмотрим на примере усиления сжато-
изогнутого стержня, находящегося под воздействием изгибающего момента рM и продольной 
силы рN  и имеющего начальный прогиб )x(f  (рис. 1, а). В сечении основного элемента 1 

действуют ремонтные напряжения р
xσ  (рис. 2,а). При усилении элемента способом увеличения 

сечений к деформированному стержневому элементу 1 присоединяется прямолинейный 
усиливающий стержень 2. Для обеспечения прилегания стержни 1 и 2 прижимаются друг к другу с 
помощью специальных стяжных устройств (струбцины, хомуты, различные стяжки). От действия 
монтажных сил M

jF , возникающих при прижатии стержней, элементы усиления изгибаются 

(рис. 1,б), зазор )x(f  между ними устраняется. При этом от воздействия сил M
jF , в конструкции 

возникают дополнительные (монтажные) напряжения м
xσ  (рис. 2,в). При нагружении конструкции 

дополнительными эксплуатационными силами в сечениях усиленного элемента возникают 
дополнительные напряжения xσΔ  (рис. 2,г). В случае возникновения только упругих деформаций 

значения р
xσ , м

xσ  и xσΔ складываются, т.е. xxxx σσσσ Δ++= мру (рис. 2, д).  

 
Рисунок 1. Расчетная схема к определению монтажных сил 

 

Рисунок 2. Напряжения в поперечных сечениях стержней 

Таким образом, для оценки напряженно деформированного состояния конструкции 
необходимо учесть наличие в некоторой области ремонтных напряжений, присоединение 
дополнительных элементов и возникновение монтажных напряжений. Последовательность 
расчетов по определению напряженно-деформированного состояния усиливаемой конструкции 
следующая:  

1) расчет напряженно-деформированного состояния исходной упругой стержневой 
системы при действии ремонтных нагрузок;  
2) определение сил, возникающих при монтаже элементов усиления, с учетом наличия 
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ремонтных нагрузок, ремонтных напряжений и деформаций;  
3) вычисление значения монтажных напряжений с учетом действия ремонтных нагрузок и 
монтажных сил;  
4) введение в расчетную схему конструкции дополнительных стержневых элементов, 
моделирующие соединение прижатых друг к другу стержней на болтах; 
5) введение дополнительных конструктивных элементов путем изменения расчетной 
схемы конструкции (при необходимости); 
6) определение напряженно-деформированного состояния конструкции после усиления 
при действии эксплуатационных нагрузок с учетом ремонтных и монтажных напряжений, 
присоединения дополнительных элементов. 

Для решения задачи использовался вариационный метод. Этот метод позволяет учитывать такие 
особенности, как изменение размеров поперечного сечения стержня и последующее 
дополнительное нагружение конструкции, наложение напряжений, обусловленные различными 
факторами. 

Принимались основные допущения и соотношения теории стержней с учетом сдвигов [14]. 
Перемещения стержневой системы в период усиления при действии ремонтных нагрузок 
находятся из условия: 

0=− WU δδ , (1)
где Uδ  – вариация потенциальной энергии деформации стержневой системы; −Wδ вариация 
работы внешних сил. 

При решении задачи вводится глобальная ортогональная система координат zyx ~~~0 , вектор 

перемещения точек продольной оси стержня { }т321
~,~,~ uuuu =  и вектор углов поворота 

поперечных сечений { }т321
~,~,~ ϕϕϕϕ = . Компоненты этих векторов определены в системе 

координат zyx ~~~0 .  

Для определения напряженно-деформированного состояния исходной упругой стержневой 
системы в случае действия ремонтных нагрузок полагается: 

( )∫ ∫∫ ++=
Cl A

xzzxyyxx dldAU
р

δγτδγτδεσδ
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где Cl , рА  – длина и площадь поперечных сечений стержней усиливаемой системы; р
3

р
2

р
1 q~,q~,q~ , 

р
3

р
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р
1 nnn F~,F~,F~ , р

3
р
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р
1 kkk М~,М~,М~  – распределенные нагрузки, сосредоточенные силы и моменты, 

действующие во время ремонта. 

Перемещения 321 u~,u~,u~ , углы поворота 321 ϕϕϕ ~,~,~ и деформации вычисляются в локальной 
ортогональной системе координат xyz0  с осью x0 , направленной по касательной к продольной 
оси стержня [15]. 

Полагаем, что в поперечных сечениях стержней возникают деформации: 

dx
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где )z,y(f),z,y(f 21 , )z,y(f),z,y(f **
21  – некоторые функции, конкретный вид которых зависит от 

вида деформации, формы поперечного сечения стержня, положения начала системы координат 
Oxyz . 
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Отметим, что функции )z,y(f1 , )z,y(f *1  должны описывать распределение деформаций и 

напряжений в сечении стержня при изгибе, а )z,y(f2 , )z,y(f *2  – при кручении. 

Например, для стержня с поперечным сечением в виде круга радиуса R  для центральных 
осей Oxyz  при косом изгибе с кручением: 

( )[ ]2
1 /1

3
4),( Ryzyf −= ;  ( )[ ]2*

1 /1
3
4),( Rzzyf −= ;  zzyf =),(2 ;  yzyf =),(*

2 . 

Для стержня с поперечным сечением в виде прямоугольника со сторонами h  и b  
( )b.yb.,h.zh. 50505050 ≤≤−≤≤−  при косом изгибе: 

])/(25,0[6),( 2
1 byzyf −= ;  ])/(25,0[6),( 2*

1 hzzyf −= ;  0),(),( *
22 == zyfzyf . 

Стержневая система разбивается на N  участков, на каждом из которых компоненты 
векторов u~  и ϕ~  представляются в следующем виде: 

( )tfCuu m

M

m

i
km

i
kk ∑

=

==
1

~~ ,  ( )tfD m

M

m

i
km

i
kk ∑

=
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1

~~ ϕϕ . (3)

Здесь ( ) ttf −= 11 , ( ) ttf =2 , ( ) ( ) 21 −−= m
m tttf , M,m 3= ; i

kmC , i
kmD  – неизвестные постоянные; 

( )10 ≤≤= tl/xt i ; x  – длина продольной оси стержня, отсчитываемая от начала участка до 

рассматриваемой точки; il  – длина участка стержня; 321 ,,k = ; N,i 1= . 

Перемещения и углы поворота в локальной и глобальной системах координат связаны 
соотношениями: 

∑
=

=
3

1

~
k

kjkj unu ,   ∑
=

=
3

1

~
k

kjkj n ϕϕ ,   3,2,1=j , (4)

где jkn  – направляющие косинусы локальной системы координат. 

Для определения коэффициентов i
kmC  и i

kmD  в (3) удовлетворяются кинематические 
граничные условия, а также условия стыковки перемещений u  и углов поворота ϕ  на границах 
участков стержней. Затем, после подстановки выражений (2) в условие (1) и интегрирования 
получим систему алгебраических уравнений: 

[ ]{ } { }FCK = . (5)

Здесь [ ]K  – матрица жесткости стержневой конструкции; { }C  – вектор неизвестных постоянных; 
{ }F  – вектор внешних нагрузок.  

Решая систему уравнений (5), находим неизвестные коэффициенты i
kmC , i

kmD . 

С использованием выражений (2) и (3) определяются перемещения стержней. Затем 
подсчитываются деформации xzxyx ,, γγε  и напряжения ррр

xzxyx ,, ττσ , возникающие в конструкции 
при ремонте. 

При вычислении монтажных сил полагаем, что усиливаемый стержень искривлен, поэтому 
между усиливаемым и усиливающим элементами имеется зазор )x(f . Для устранения этого 

зазора к стержням прикладываются FN  пар сосредоточенных сил )N,...,j(F Fj 21M = , 

действующих перпендикулярно к линии АВ в точках с координатами jx (рис. 1, а).  

Обозначим через if  – расстояния между точками в паре с номером i )N,...,i( T21= , 1
ijwΔ  – 

изменение расстояния между точками в паре с номером i при действии единичных сил 
)N,...,j(F Fj 211M == . В случае действия всей системы сил M

jF , изменения расстояния между 
стержнями в выбранных точках:  
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∑
=

Δ=
FN

j
jiji Fww

1

M1 ,  TNi ,1= . (6)

Нужно найти такие значения M
jF , чтобы выполнялось условие: 

iiw f  = ,  TNi ,1= . (7)

Таким образом, сближающие стержни монтажные силы считаются сосредоточенными 
силами )N,...,j(F Fj 211M == . Условие сближения стержней имеет вид (7). Перемещения точек в 
направлении перпендикулярном к линии АВ (рис. 1,а), определяются по формуле (6). Величины 

M
jF  должны быть такие, чтобы выполнялись условия (7). 

Для нахождения M
jF  после подстановки выражения iw  в виде (6) в равенство (7) 

записывается следующая система алгебраических уравнений: 

∑
=

=Δ
FN

i
ijij fFw

1

M1 ,  TN,i 1= . (8)

В результате действия сил M
jF  указанные стержни сблизятся, и в деформируемой 

конструкции возникнут дополнительные (монтажные) напряжения, связанные с монтажом 
усиливаемых элементов. 

Изменение расстояний между точками 1
ijwΔ  в паре с номером i при действии единичных сил 

)N,...,j(F~ Fj 211M ==  определяется из условия (1) по методике, изложенной в [8]. Затем, решая 

систему алгебраических уравнений (8), находятся величины монтажных сил M
jF
~ .  

На следующем этапе вычисляются монтажные напряжения ммм
xzxyx ,, ττσ . При этом 

учитывается действие ремонтных нагрузок и монтажных сил, а также наличие ремонтных 
напряжений ррр

xzxyx ,, ττσ . Расчеты проводятся вариационным методом на основе уравнения (1), 
при записи которого используются следующие выражения: 
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На последнем этапе стяжные устройства убираются. Рассчитывается действие на 
конструкцию эксплуатационных нагрузок. Следовательно, для проведения расчетов в расчетной 
схеме нужно убрать монтажные силы M

jF
~  и ввести дополнительные стержневые элементы, 

моделирующие соединение прижатых друг к другу стержней болтами. Также, при необходимости, 
для увеличения жесткости стержневой системы вводятся новые стержневые элементы, т.е. 
изменяется расчетная схема конструкции. 

Напряженно-деформированное состояние конструкции после усиления определяется с 
учетом действия эксплуатационных нагрузок, наличия ремонтных ррр

xzxyx ,, ττσ  и монтажных 
ммм
xzxyx ,, ττσ  напряжений. Также следует учитывать, что вводятся дополнительные элементы, 

моделирующие соединение прижатых друг к другу стержней болтами и новые стержни, которые 
изменяют расчетную схему усиливаемой конструкции. 
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Выражения Uδ  в этом случае записывается с учетом напряжений, действующих в период 
усиления: 

[ ( )∫∫∫ +++=
р

C A
xzxzxyxyxx

l

dAU δγτδγτδεσδ  
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δγτδγτδεσδγτδγτδεσ  

( ) ]dldA
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усд

ммм δγτδγτδεσ . 

(9)

В выражениях (9) Бl  и БА  – соответственно длина и площадь поперечных сечений 

стержневых элементов, моделирующих соединение прижатых друг к другу стержней болтами, усдl  

и усдA  – соответственно длина и площадь дополнительно введенных стержней. 

Вариация работы внешних сил имеет следующий вид: 
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координат вычисляются по формулам: 
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где 321 q~,q~,q~ ΔΔΔ , iii F~,F~,F~ 321 ΔΔΔ , kkk М~,М~,М~ 321 ΔΔΔ – дополнительные нагрузки, связанные с 
эксплуатацией усиленной конструкции. 

Для вычисления интегралов, которые содержаться в уравнении (9), используется численное 
интегрирование с использованием формулы Гаусса. Интегрирование проводится по длине 
стержней и по площади их поперечных сечений.  

На основе изложенной методики составлена компьютерная программа, которая позволяет 
моделировать работу усиливаемой конструкции и определять его напряженно-деформированное 
состояние на различных этапах с учетом деформаций и напряжений, действующих во время 
усиления. Достоверность и высокая точность расчетов этой программы установлена на основе 
сравнения полученных результатов с данными решения тестовых примеров и задач, решения 
которых получены другими методами.  

Рассмотрен пример усиления рамной конструкции, приведенной на рис. 3а, способом 
увеличения стойки 2 рамы и введением дополнительных стержневых элементов 6 (изменением 
расчетной схемы конструкции). Сечение основных элементов рамы (стержни 1, 2, 3, 4), 
усиливающего элемента 5 и дополнительных усиливающих стержней 6 – двутавр № 33. Изучался 
вопрос о влиянии последовательности выполнения этапов усиления статически неопределимой 
конструкции на эффективность усиления. Показателем эффективности усиления эксплуатируемых 
сооружений, как известно [1], является величина θ , равная отношению несущей способности 
усиленного сооружения уS  к той несущей способности S , которой оно обладало до усиления: 
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SS /у=θ . 

 
Рисунок 3. Расчетная схема рамы: а) до усиления; б) после усиления 

Рассматривались два варианта последовательности выполнения усиления. В первом 
случае под действием ремонтных нагрузок рF  вначале выполняется усиление стойки 2 способом 
увеличения сечения. В этом случае сечение наращиваемой стойки увеличивается в два раза. 
Усиливающий элемент задаётся в виде отдельного стержня 5. Основной стержень второй стойки 2 
и усиливающий элемент 5 присоединяют монтажными элементами 7 (рис. 3б). Затем вводятся 
дополнительные усиливающие стержни 6. При этом в основных элементах рамы (стержни 1, 2, 3, 
4) действуют напряжения мр σσ + . В элементе усиления 5 возникают только монтажные 
напряжения мσ , а усиливающие дополнительные стержни 6 свободны от напряжений и будут 
участвовать в восприятии напряжений только от действия добавочных эксплуатационных 
нагрузок FΔ .  

Во втором варианте сначала к основным элементам рамной конструкции, находящимся в 
напряженном состоянии, подсоединяют дополнительные стержни 6, а затем выполняют 
мероприятия по усилению стойки 2 способом увеличения сечения.  

В последнем варианте дополнительные усиливающие стержни 6, в отличие от первого 
варианта, будут участвовать как в восприятии напряжений от монтажных сил мσ , так и в 
восприятии напряжений от добавочных нагрузок FΔ . Усиление рамной конструкции 
осуществлялось при разных уровнях относительных ремонтных напряжений R/рσν = , где R  – 
расчетное сопротивление материала. По результатам расчетов получены графики зависимости 
показателя эффективности усиления θ  от уровня ремонтных напряжений ν  (рис. 4). На рис. 4 
график 1 соответствует случаю усиления по первому варианту, а график 2 получен при усилении 
рамы по второму варианту. Из сравнения этих графиков видно, что в первом варианте 
эффективность усиления выше. Поэтому при выборе вариантов последовательности выполнения 
усиления приоритет необходимо отдавать первому варианту. 

 
Рисунок 4. Графики зависимости ( )νθ f=  

График 3 на рис. 4 получен для случая усиления рамы, когда в расчетах не учитывается 
влияние монтажных напряжений. Как видно из сравнения графиков 1 и 3, учет монтажных 
напряжений повышает эффективность усиления рамной конструкции. Это объясняется тем, что в 
рассмотренном примере учет монтажных сил позволяет учесть и разгрузку конструкции, которую 
они вызвали.  
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Выводы 
1. Представленный вариационный метод расчета стержневой системы при усилении 

конструкции позволяет учитывать изменение размеров поперечного сечения стержней 
конструкции, наличие монтажных напряжений, наложение напряжений. 

2. При проектировании усиления каждого конкретного эксплуатируемого сооружения 
следует рассматривать разные варианты последовательности этапов усиления.  

3. Расчеты по определению напряженно-деформированного состояния усиливаемых 
нагруженных конструкций необходимо производить с учетом монтажных сил, возникающих при 
присоединении элементов усиления к основным элементам конструкции.  
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Abstract 
In the article the variation method of calculation of the loaded statically indeterminable structures 

strengthened by increasing the section of elements and the constructive and design model of structures 
modifying by installation of additional elements is presented.  

The procedure of the stress-strain state of the strengthened loaded structures determining, taking 
into account the repair and mounting stresses and also attached additional elements is presented.  

Computer program, which is based on the described methodology and allows to simulate the 
strengthened structure and to determine its stress-strain state at various stages of considering the 
deformation and stress during the current action of strengthening is composed. Reliability and high 
accuracy of calculations made by this program are established by comparing them with the data of test 
examples and solution problems, which were obtained by other methods. 
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