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Постановка задачи 
Туннели – широко распространенные инженерные сооружения, использующиеся в качестве 

сухопутных и водных транспортных артерий, для прокладки сетей городского хозяйства и т. д. 
Особую группу составляют гидротехнические туннели, являющиеся важной частью многих 
водохозяйственных комплексов. Они используются, например, при пересечении трассой водовода 
горного хребта, являющегося водоразделом; в качестве водоводов деривационных ГЭС; для 
отвода реки в период строительства гидроузла; при устройстве береговых водосбросов и т. д. 
Обеспечение работоспособности гидротехнического туннеля в целом и его составных частей 
(обделок, закладных деталей и т. д.) на протяжении всего срока службы – непременное условие 
безопасной работы всего гидротехнического комплекса. 

Часто гидротехнические туннели, сооружаемые на горных и предгорных участках рек, 
располагаются в зонах с повышенной тектонической активностью. Эти зоны характеризуются 
наличием разломов в земной коре. В приразломных зонах могут возникать как зоны разгрузки, так 
и концентрации напряжений. Напряженно-деформированное состояние, возникающее в 
приразломной зоне горного массива, отличается от бытового состояния, которое формируется на 
значительном удалении от разлома. Обеспечение нормальной работы гидротехнического туннеля 
в таких местах – задача важная во всех отношениях: как для безопасной эксплуатации туннеля, 
так и для экономической целесообразности.  

Для обеспечения нормальной работы туннеля необходимо иметь представление о 
напряженно-деформированном состоянии горного массива вблизи разлома – в зоне влияния 
выработки. Поскольку деформационные характеристики горного массива существенно зависят от 
естественной трещиноватости, эту трещиноватость необходимо оценить. 

Адекватное математическое моделирование приразломной зоны и естественной 
трещиноватости горного массива, а также оценка их влияния на напряженно-деформированное 
состояние – актуальные задачи при расчете конструкций гидротехнических туннелей. 

Изученность проблемы 
В настоящее время существует ряд методик, позволяющих определить напряженно-

деформированное состояние горного массива вблизи выработки туннелей. Современные 
российские нормативные документы фактически приводят расчетные зависимости лишь для 
решения задач в условиях плоской деформации. При этом не учитываются особенности работы 
туннеля, пересекающего разлом, как пространственной конструкции. 

Задачи о распределении напряжений вокруг отверстий (к которым сводятся многие задачи о 
напряженно-деформированном состоянии горного массива в окрестности выработки туннеля) 
впервые были решены в работах Г. Кирша (G. Kirsch) в 1898 г. [1] и получили развитие в работах 
Н.И. Мусхелишвили [2], Г.Н. Савина [3], А.С. Космодамианского [4]. Некоторые решения 
пространственной задачи о равновесии упругого кругового цилиндра приведены в работах 
А.И. Лурье [5, 6], А.Я. Александрова [7] и др. Решение для выработок кругового очертания в 
вязкоупругом массиве пород приведено в работе [8]. Теоретические основы исследований 
напряженно-деформированного состояния тел с трещинами были заложены в работах 
Гриффитса, Ирвина, Орована [10]. Методы расчета обделок напорных туннелей с учетом 
неоднородности окружающего массива пород приведены в работе [9]. Трещиноватость и свойства 
трещиноватых горных работ горных пород описаны в работах [11–14]. Геометрические 
характеристики приразломных трещин изучены в работе [15]. Характер деформирования и 
разрушения горных пород вблизи разломов рассмотрены в работах [16–21]. 

3



Инженерно-строительный журнал, №4, 2013 РАСЧЕТЫ 
 

Бухарцев В.Н., Волков Е.Н. Влияние разломов на напряженно-деформированное состояние горного массива 
вблизи выработки туннеля 

Принятые предположения и допущения 
При исследовании напряженно-деформированного состояния горного массива встает 

вопрос о том, как оценить трещиноватость горного массива для получения корректных значений 
смещений и деформаций. В работе М.В. Раца [11] показано, что густота трещин, оперяющих 
разлом, растет по мере приближения к оси разлома по экспоненциальному закону: 

kxecab /−⋅−= , (1)

где b  – расстояние между трещинами на удалении x  от оси разлома; kca ,,  – параметры, 
оцениваемые по результатам натурных наблюдений, зависящие от трещиноватости горного 
массива и тектонической обстановки в целом. 

В работе [11] описан подход к определению обобщенного модуля деформации массива, 
разбитого системами параллельных трещин. Основные положения этого подхода следующие: 
«Массив с одной системой параллельных трещин рассматривается как среда, состоящая из 
изотропных слоев двух типов. Первый тип слоев моделирует блоки породы и характеризуется 
параметрами: a  – мощность слоя, соответствующая расстоянию между трещинами, 1E  – 
модуль деформации породы в блоке, μ - коэффициент Пуассона породы. Второй тип слоев 
моделирует трещины и характеризуется параметрами: aΔ  – мощность слоя, 
соответствующая ширине раскрытия трещин, 2E  – модуль деформации породы в зоне 
трещины, 0=μ . Для открытых трещин, в которых соприкасаются стенки, сложенные той 

же горной породой, принимается 12 EE = . Важной характеристикой этого слоя является 
отношение ξ  длины (в плоской задаче) скальных контактов в пределах слоя к длине области 
воздействия сооружения. Для элементарного блока, состоящего из двух слоев, по закону Гука 
при нагружении перпендикулярно трещинам:  

( ) ( ) ( )
12 E
a

E
a

E
aa σ

ξ
σσ

+
⋅
Δ

=
Δ+

, 

где E  – модуль деформации двухслойной среды в направлении, перпендикулярном слоистости» [11]. 

Необходимо отметить, что эта математическая зависимость имеет недостаток. Из описания 
подхода следует, что параметр ξ  нужно понимать не иначе как отношение площади скальных 
контактов внутри трещины между соседними блоками породы к площади трещины. Для трещин, в 
которых контакт между соседними блоками отсутствует (трещины разрыва), параметр ξ , 
очевидно, равен 0. Так как этот параметр находится в знаменателе дроби, то результат деления 
не определен, а выражение не имеет смысла. 

Приняв за основу описанный подход, авторы разработали модель, описывающую 
деформирование двухслойной среды (массив с одной системой параллельных трещин) и 
свободную от приведенного выше недостатка. 

 
Рисунок 1. Модель двухслойной среды 
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Пусть объектом моделирования будет массив горной породы с одной системой 
параллельных трещин. Рассмотрим отдельно ту часть массива, которая состоит из блока породы 
и прилегающей к нему трещины. Представим эту часть как среду, состоящую из двух изотропных 
слоев (рисунок 1): первый слой, мощностью 1b , соответствует блоку породы; второй слой, 

мощностью 2b , соответствует заполнителю трещины. При этом предполагается, что 21 bb >> . 

Каждый из слоев характеризуется модулем продольной упругости 1E  и 2E  и коэффициентом 

Пуассона 1μ  и 2μ . Контакт между двумя соседними блоками породы оценим безразмерной 
величиной S, выражающей отношение площади контакта соседних блоков к площади трещины 
между этими блоками. Таким образом, 10 ≤≤ S .  

Тогда, используя простой закон Гука, найдем абсолютное удлинение (укорочение) 
двухслойной среды в направлении, перпендикулярном трещине. Оно, очевидно, будет равно 
сумме абсолютных удлинений (укорочений) каждого слоя: 

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
++=

+

21
2

1

121 1
E

S
E
Sb

E
b

E
bb σσσ

, (2)

где σ  – действующие напряжения, МПа$ E  – осредненный модуль продольной упругости 
двухслойной среды в направлении, перпендикулярном трещине, МПа. 

В правой части (2) в скобках – абсолютное удлинение (укорочение) слоя заполнителя 
трещины с учетом контактов массивов. Вынося за скобки 2E  и сокращая на σ , получим: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++=

+
S

E
E

S
E
b

E
b

E
bb

1
1

2

2

2

1

121 . (3)

Отсюда модуль продольной упругости двухслойной среды:  

( )
( ) ( )SbbESbE

bbEEE
21221

2121

1 ++−
+

= . (4)

Подставляя в (4) 0=S (случай открытой трещины, соседние блоки не соприкасаются между 
собой), получаем: 

( )
1221

2121

bEbE
bbEEE

+
+

= . (5)

Соответственно, при 1=S  (случай полного контакта между берегами трещины) 

1EE = . (6)

Учитывая, что мощность блока породы двухслойной среды много раз больше мощности 
трещины ( 21 bb >> ), в формуле (1) можно положить 1bb = , откуда следует 

kxecab /
1

−⋅−= . (7)

Подставляя (7) в (4), найдем модуль упругости горного массива на расстоянии x  от оси 
разлома (в направлении, перпендикулярном системе параллельных трещин): 

( )
( ) ( )SbecaESbE

becaEEE kx

kx

2
/

221

2
/

21

1 +⋅−+−
+⋅−

= −

−

. (8)

Формулу (8) можно применить при решении задачи о напряженно-деформированном 
состоянии горного массива вблизи разлома – в зоне влияния выработки с учетом системы 
параллельных трещин, «оперяющих» разлом. 
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Методика решения задачи 
Для определения напряжений в окрестности выработки вблизи разлома с учетом системы 

параллельных трещин необходимо решить задачу о распределении напряжений вокруг отверстия 
в упругой среде в общем виде (в объемной постановке). 

Предположим, что в упругом массиве пройдена выработка туннеля диаметром D без крепи. 
Составляющая установившегося горного давления, действующего на выработку вертикально, 
определяется зависимостью: 

HPверт γ= , (9)

где γ  – объемный вес вышележащих пород, МН/м3; H  – высота столба вышележащих пород в 
метрах. 

Горизонтальную составляющую горного давления можно определить: 

HPгор λγ= , (10)

где λ  – коэффициент бокового отпора, равный 
μ

μλ
−

=
1

; μ  – коэффициент Пуассона. 

Допустим, что выработку туннеля в диаметральном направлении пересекает разлом, угол 
падения которого 90°. Берега разлома не соприкасаются друг с другом, следовательно, 
поверхность разлома свободна от напряжений. По обе стороны от разлома его «оперяет» система 
параллельных ему трещин (рисунок 2). Расстояния между трещинами определяются по 
формуле (1). Модуль упругости блока породы 1E  принят постоянным. Модуль упругости массива 
на удалении x  от оси разлома в направлении, перпендикулярном системе трещин, принимается 
по формуле (8). 

 
Рисунок 2. Схема горного массива с пройденной в нем выработкой туннеля:  

а) схема нагружения, б) структурная схема 
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Для оценки влияния параметров 

трещиноватости, входящих в формулу (8), на 
напряженно-деформированное состояние 
горного массива в окрестности выработки 
использован метод планирования 
эксперимента.  

Алгоритм построения ортогонального 
центрального композиционного плана 
представлен на рисунке 3.  

Следуя методам, описанным в работе 
[22, с. 18], и учитывая формулу (8), авторы 
определили физические переменные 
(факторы), соответствующие способам 
воздействия внешней среды на объект 
исследования. За физические переменные 
здесь приняты следующие параметры: 
модуль продольной упругости заполнителя 
трещины – 2E ; раскрытие трещин – 2b ; 
отношение площади контакта соседних 
блоков к площади трещины – S . 
Постоянные величины (факторы): модуль 
деформации породы в блоке – 1E ; 
коэффициенты a , c , k . 

В таблице 1 приведены значения 
постоянных и пределы изменения 
переменных величин. 

Задавшись значениями постоянных 
величин и пределами изменения физических 
переменных, с помощью программы 
Statistica 8 авторы построили матрицу 
планирования эксперимента (таблица 2). 

 

Рисунок 3. Алгоритм построения 
ортогонального центрального композиционного 

плана и расчета параметров регрессии 

Таблица 1. Значения постоянных и пределы изменения переменных факторов 
воздействия 

Название фактора Обозначение Единица 
измерения 

Величина 

Постоянные факторы 
Модуль деформации породы в блоке 

1E  МПа 5109,0 ⋅  

Коэффициент при формуле (4) a  б/р* 2,0  

Коэффициент при формуле (4) c  б/р* 1 
Коэффициент при формуле (4) k  б/р* 1 

Переменные факторы 
Модуль упругости заполнителя трещин 

2E  МПа 55 109,0102,0 ⋅÷⋅  

Раскрытие трещин 
2b  м 3,005,0 ÷  

Отношение площади контакта соседних блоков к
площади трещины S  б/р* 8,02,0 ÷  

* б/р – безразмерная величина 
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Таблица 2. Матрица планирования эксперимента 

№ эксперимента 
Переменные факторы 

2E , МПа 2b , м S  

1 51055,0 ⋅  0.39 0.50 

2 5101,0 ⋅  0.18 0.50 

3 5109,0 ⋅  0.30 0.20 

4 51055,0 ⋅  0.18 0.00 

5 51055,0 ⋅  0.18 1.00 

6 5102,0 ⋅  0.30 0.20 

7 5102,0 ⋅  0.05 0.20 

8 51055,0 ⋅  0.18 0.50 

9 5109,0 ⋅  0.05 0.20 

10 51055,0 ⋅  0.18 0.50 

11 5102,0 ⋅  0.05 0.80 

12 5109,0 ⋅  0.30 0.80 

13 5102,0 ⋅  0.30 0.80 

14 51014,1 ⋅  0.18 0.50 

15 51055,0 ⋅  0.00 0.50 

16 5109,0 ⋅  0.05 0.80 

Решение задачи производилось методом конечных элементов с помощью универсального 
программного комплекса “COMSOL Multiphysics”, с использованием расчетного модуля “COMSOL 
Geomechanics”. Данный программный комплекс позволяет задавать физико-механические 
характеристики исследуемой модели с помощью зависимостей. В решаемой задаче модуль 
упругости массива определялся заново для каждого эксперимента при помощи формулы (8) с 
помощью подстановки в нее значений из таблиц №1 и №2 соответственно. Расчетная модель и ее 
физико-механические характеристики представлены на рисунке 4.  

В горном массиве 1 на глубине H пройдена выработка гидротехнического туннеля 2 
диаметром D. Граничные условия приняты следующие: на горный массив действуют силы от веса 
вышележащих пород 3 и бокового отпора. Плоскость разлома свободна от напряжений. 
В вертикальных плоскостях, ограничивающих модель, применены заделки, которые ограничивают 
перемещения в направлении, перпендикулярном рассматриваемой плоскости. Модуль упругости 
массива вычислялся в каждой точке модели по формуле (8). 

За объекты исследования (функции отклика) были приняты напряжения zyx σσσ ,, вдоль 
выработки гидротехнического туннеля.  
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Рисунок 4. Расчетная модель горного массива с пройденной выработкой 

Результаты и выводы 
После проведенных экспериментов было получено распределение всех девяти компонент 

напряжений вдоль выработки гидротехнического туннеля. 

Максимальные значения напряжений и расстояния от разлома до точки, в которой 
действуют эти напряжения, даны в таблице 3. Эксперименты приведены в порядке возрастания 
бытового модуля упругости массива. 

Таблица 3. Сводная таблица максимальных значений напряжений xσ , yσ  вдоль 
выработки туннеля и расстояния от оси разлома до точки, в которой действуют эти 
напряжения 

№ эксперимента xσ , Па 
x

Lσ , м yσ , Па 
y

Lσ , м 

4 65312 2.04 1.69e+005 5.04 
6 1.48e+005 1.99 2.39e+005 5.49 
2 1.31e+005 1.99 2.20e+005 5.49 

13 2.60e+005 2.34 3.25e+005 6.04 
7 1.43e+005 2.34 2.16e+005 5.69 
3 2.77e+005 2.34 3.38e+005 5.54 
1 3.49e+005 2.34 3.99e+005 6.69 

10 3.61e+005 2.54 4.00e+005 6.74 
8 3.62e+005 2.49 4.00e+005 6.19 

11 3.70e+005 2.49 3.96e+005 6.69 
9 3.91e+005 2.54 4.14e+005 6.39 
5 5.13e+005 2.84 5.31e+005 6.74 

14 5.20e+005 2.94 5.39e+005 6.69 
12 5.66e+005 2.94 5.80e+005 6.99 
16 6.01e+005 2.94 6.10e+005 6.99 
15 6.22e+005 2.94 6.32e+005 6.99 
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Анализируя данные таблицы 3, можно заметить, что с ростом модуля упругости горного 
массива растягивающие напряжения вблизи разлома возрастают ( xσ  от 65 до 622,46 кПа, yσ  от 
169,15 до 632,17 кПа) и координаты их максимумов смещаются вглубь массива. 

 
Рисунок 5. Диаграмма Парето 

Чтобы оценить влияние переменных факторов на функцию отклика, авторы построили 
диаграммы Парето (рисунок 5), из которых следует: 

1) между переменной величиной S  с одной стороны, модулем упругости заполнителя 2E  с 

другой стороны и напряжениями xσ  и yσ  с третьей существует прямо пропорциональная 
зависимость (эффект Парето положителен); 
2) между переменной величиной 2b  и напряжениями xσ  и yσ наблюдается зависимость 
обратно пропорциональная (эффект Парето отрицателен).  

x
Lσ ,

y
Lσ  – расстояние от разлома до точки, на которой действуют напряжения xσ  и yσ  

соответственно. 

Эти данные хорошо согласуются с физическим смыслом используемой модели горного 
массива.  

Для получения однозначного ответа о виде напряженного состояния вблизи выработки 
туннеля был использован параметр Лоде:  

2

2
31

31
2

σσ

σσ
σ

μ
−

+
−

= . (11)

Таким образом, проанализировав данные таблицы 3 и диаграмму Парето (рисунок 5), можно 
сделать следующие выводы. 

1. НДС горного массива вблизи разлома зависит от характеристик трещиноватости вблизи 
разлома, что необходимо учитывать в расчетах. 

2. Используя распределение главных напряжений совместно с параметром Лоде, можно 
однозначно определить вид напряженного состояния в каждой точке. Следовательно, различные 
теории прочности можно применять к различным участкам туннеля. 

Продолжением данного исследования может быть разработка конструктивных изменений 
крепи с учетом влияния разлома на распределение напряжений, а также разработка методики 
определения устойчивости выработки с учетом изменения НДС горного массива вблизи разлома.  

10



CALCULATIONS Magazine of Civil Engineering, №4, 2013
 

Бухарцев В.Н., Волков Е.Н. Влияние разломов на напряженно-деформированное состояние горного массива 
вблизи выработки туннеля 

Литература 

 
1. Тимошенко С.П. Теория упругости. Л.: Главная редакция теоретико-технической литературы, 1937. 

453 с. 

2. Мусхелишвили Н.И. Некоторые основные задачи математической теории упругости. М.: Наука, 
1966. 710 с. 

3. Савин Г.Н. Распределение напряжений около отверстий. Киев: Наукова Думка, 1968. 892 с. 

4. Космодамианский А.С. Плоская задача теории упругости для пластин с отверстиями, вырезами и 
уступами. Киев: Вища школа, 1975. 228 с. 

5. Лурье А.И. Пространственные задачи теории упругости. М.: Государственное издательство 
технико-теоретической литературы, 1955. 492 с. 

6. Лурье А.И. Теория упругости. М.: Наука, 1970. 940 с. 

7. Александров А.И. Пространственные задачи теории упругости. М.: Наука, 1978. 464 с. 

8. Fahimifar A., Tehrani F.M., Hedayat A. Analytical solution for the excavation of circular tunnels in a visco-
elastic material under hydrostatic stress field // Tunnelling and Underground Space Technology. 2010. Vol. 
25. Issue 4. Pp. 297–304.  

9. Афанасова О.В. Расчет двуслойных обделок напорных тоннелей с учетом неоднородности 
окружающего массива пород // Горный информационно-аналитический бюллетень. 2001. Вып. 11. 
С. 173–174. 

10. Вычислительные методы в механике разрушения / Под ред. С. Атлури. М.: Мир, 1990. 390 с. 

11. Рац М.В., Чернышев С.Н. Трещиноватость и свойства трещиноватых горных пород. М.: Недра, 
1970. 161 с. 

12. Лобацкая Р.М. Структурная зональность разломов. М.: Недра. 1987. 129 с. 

13. Иудин М.М. О трещиноватости массива горных пород // Горный информационно-аналитический 
бюллетень. 2007. Том 17. №2. С. 279–284. 

14. Редькин Г.М. Показатели структурной раздробленности массивов горных пород // Горный 
информационно-аналитический бюллетень. 2009. Вып. 12. С. 219–225. 

15. Бурзунова Ю.П. Углы между сопряженными системами приразломных трещин в иделизированных и 
природных парагенезисах, формирующихся в различных динамических обстановках // Литосфера. 
2011. №2. С. 94–110.  

16. Астафуров С.В, Шилько Е.В., Псахье С.Г. Влияние стесненных условий на характер 
деформирования и разрушения блочных сред при сдвиговом нагружении // Физическая 
мезомеханика. 2009. Том 12. №6. С. 22–32. 

17. Кочарян Г.Г. Разломная зона как нелинейная механическая система // Физическая мезомеханика. 
2010. Том 13. № Спец. выпуск. С. 5–17. 

18. Новикова Л.В., Приходько В.В. Оценка влияния системной трещиноватости на проявление горного 
давления вокруг выработок // Горный информационно-аналитический бюллетень.1997. Вып. 1. 
С. 148–150. 

19. Wu H., Fang Q., Guo Z. Zonal disintegration phenomenon in rock mass surrounding deep tunnels // 
Journal of China University of Mining and Technology. 2008. Vol. 18. Issue 2. Pages 187–193. 

20. Caputo R. Why joints are more abundant than faults. A conceptual model to estimate their ratio in layered 
carbonate rocks // Journal of Structural Geology. 2010. Vol. 32. Issue 9. Pp. 1257–1270. 

21. Zhu W.C., Liu J., Tang C.A., Zhao X.D., Brady B.H. Simulation of progressive fracturing 
processes around underground excavations under biaxial compression // Tunnelling and Underground 
Space Technology. 2005. Vol. 20. Issue 3. Pp. 231–247. 

22. Гартман Т.Н. Статистическая обработка результатов активного эксперимента. М.: Изд-во 
Российского химико-технологического ун-та, 2006. 51 с. 

 
*Евгений Николаевич Волков, Санкт-Петербург, Россия 

Тел. моб.: +7(981)881-96-47; эл. почта: volkov.e.n@gmail.com 
 

© Бухарцев В.Н., Волков Е.Н., 2013 

11



Инженерно-строительный журнал, №4, 2013 РАСЧЕТЫ 
 

Шепелина Е.А., Уткин В.С. Расчет надежности оснований фундаментов по деформациям на стадии 
эксплуатации 

Расчет надежности оснований фундаментов по деформациям  
на стадии эксплуатации  

Д.т.н., профессор В.С. Уткин; 
инженер Е.А. Шепелина*, 

ФГБОУ ВПО «Вологодский государственный технический университет» 
 

Ключевые слова: надежность; основания фундаментов; стадия эксплуатации; прочность 
грунта; давление на грунт; ограниченная информация; контролируемые параметры 

 

Безопасность эксплуатации зданий и сооружений зависит от надежности их несущих 
элементов, от структурной схемы и зависимости (независимости) работы элементов схемы. 
Важнейшим несущим элементом здания, ответственным за безопасность, является основание 
фундамента, отказ которого приводит к непоправимым разрушениям всего здания или 
сооружения.  

С 01.09.2011 вступил в силу стандарт ГОСТ Р 54257-2010 «Надежность строительных 
конструкций и оснований. Основные положения и требования». Стандартом устанавливаются 
требования к обеспечению надежности строительных конструкций. В качестве методов расчета 
надежности строительных конструкций и оснований на стадии эксплуатации стандартом 
рекомендованы известные вероятностно-статистические методы [1, 2, 3]. Однако эти методы, как 
отмечено в стандарте, применимы только при наличии полной статистической информации о 
контролируемых параметрах расчетных моделей. На практике в стадии эксплуатации 
индивидуального здания такая информация о математических моделях предельных состояний 
чаще всего недостаточно полная, и, следовательно, вероятностно-статистические методы для 
расчетов надежности грунтовых оснований в соответствии с указаниями стандарта в этом случае 
неприменимы. Особенно это относится к основаниям фундаментов индивидуальных зданий и 
сооружений, для которых сбор статистических данных представляет особую сложность и 
ограниченность по объему.  

Обзор литературы 
В работе [1] рассматриваются методы выявления исходной информации о показателях 

свойств грунтов, описанные в различных литературных источниках [4, 5 и др.] и сводящиеся к 
предположению о нормальном (гауссовском) распределении физико-механических свойств 
грунтов. Такой подход к описанию изменчивости свойств грунтов оснований вряд ли можно 
одобрить, учитывая важность функционального назначения оснований фундаментов 
ответственных сооружений и многоэтажных зданий. В работе [1] приводится анализ методов 
статистической обработки результатов испытания грунтов по ГОСТ 20522-75, согласно которому 
число опытных определений того или иного показателя узнают исходя из доверительной 
вероятности, коэффициента вариации и функции распределения Стьюдента. Имеются и другие 
методы, общими недостатками которых являются необоснованность назначения (выбора) уровня 
доверительной вероятности и отсутствие научно обоснованного учета особенностей работы 
системы «основание – фундамент – надземная часть конструкции».  

Чтобы оценить количественно объем информации о контролируемых параметрах, приведем 
утверждение И.Н. Бронштейна и К.А. Семендяева из работы [6]:«Не существует общего критерия, 
который позволял бы решать, когда выборка может считаться большой <…> В то время как 
распределение одной функции выборки уже при n=30 можно с очень хорошим приближением 
заменить асимптотическим распределением, для другой функции выборки подобное приближение 
и при n=100 все еще невозможно». То есть речь идет не о единичных числах испытаний для 
использования вероятностных методов, а о десятках и сотнях чисел.  
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При малой статистической информации о случайных величинах в последнее время 
появились новые методы их описания. Так, в работе [7] Ю.П. Пытьев рассматривает методы 
описания случайных величин на основе теории возможностей, получившей развитие в работе [8], 
а также на основе теории нечетких множеств [9, 10]. Для описания случайных величин в задачах 
расчета надежности несущих элементов в строительстве и машиностроении широко используются 
распределения, полученные на основе неравенства Чебышева [11, 12], а также теория 
возможностей [8]. Эти методы получили развитие в оценке надежности по различным критериям 
работоспособности несущих строительных конструкций и деталей машин [13, 14].  

Постановка задачи 
Известно, что в процессе эксплуатации зданий и сооружений давление на грунт основания 

фундамента изменяется, как правило, в большую сторону [15]. Это вызвано увеличением 
эксплуатационной нагрузки (мебель, оборудование и т. п.), установкой нового оборудования 
общего назначения, устройством навесных потолков и новых полов, устройством мансард, 
надстройками этажей и т. д. Расчет надежности оснований в соответствии с требованиями 
СП 22.13330.2011 «Основания зданий и сооружений» проводят по критериям деформаций и 
несущей способности. Для этого измеряют давление фундамента на грунт основания и 
деформации фундамента (осадку, сдвиг и т. д.), определяют физико-механические характеристики 
грунта под фундаментом. 

Определение давления фундамента на грунт основания на стадии эксплуатации методом 
сбора нагрузок, применяемым на стадии проектирования, трудоемко, неточно и поэтому не 
используется на практике. Кроме того, таким методом трудно осуществлять мониторинг давления 
в процессе эксплуатации зданий и сооружений. 

Для расчета надежности основания фундамента (как одного из элементов здания или 
сооружения, ответственных за безопасность всей конструкции) по любому критерию 
работоспособности после нескольких лет эксплуатации необходимо иметь статистическую 
информацию о нагрузке на грунт основания, о значениях деформаций и о физико-механических 
свойствах грунта основания. 

В статье для расчетов надежности грунтовых оснований фундаментов зданий и сооружений 
при ограниченной статистической информации о базовых (контролируемых) параметрах в 
расчетных моделях впервые предлагается использовать известные методы [14, 15] из смежных 
отраслей, которые содержат новые подходы применительно к оценке надежности несущих 
элементов зданий и сооружений, в том числе оснований. 

Грунтовые основания фундаментов согласно СП 22.13330.2011 рассчитываются по 
деформациям, зависящим от внешней нагрузки, с использованием математической модели вида  

( )[ ]IIcIIbqIIqIIz
cc cMdMdMbkM

k
Rp +−++=≤ ''

1
21 1 γγγ

γγ
γ ,

 
(1)

по условию uSS ≤  для деформаций, не связанных с внешней нагрузкой, и по несущей 

способности uFF ≤ . Значения всех параметров в расчетных моделях описаны в своде правил. 
При обсуждении расчетов надежности основания фундамента в дальнейшем в статье все 
контролируемые параметры в математических моделях будем считать случайными величинами и 
отмечать их сверху над буквами волнистыми линиями. Отметим, что расчет надежности по 
критерию (1) практически сводится к расчету надежности основания по критерию прочности грунта 
основания. 

Найти какой-то один экспериментальный способ определения давления p на грунт 
основания для (1) в расчетах надежности для всех зданий и сооружений невозможно из-за их 
конструктивного разнообразия и технологического различия. В работах авторов [16, 17] для зданий 
с оконными проемами было предложено на стадии проектирования принимать наименьшее 
значение нагрузки на грунт основания, принятое в проекте, а наибольшее значение давления 
определять по несущей способности (прочности) одного или нескольких простенков первого этажа 
с учетом давления от оборудования на этом этаже. Данный вариант определения давления на 
грунт основания эффективен по трудоемкости и времени, но охватывает ограниченный объем 
зданий и рекомендован больше для стадии проектирования, когда информация о возможных 
нагрузках и воздействиях на длительном сроке эксплуатации зданий крайне ограниченная.  
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В последнее время появился ряд измерительных приборов [18, 19], предназначенных для 
измерения давления, в том числе давления на грунт основания от подошвы фундамента в месте 
их контакта. Для этого возле фундамента отрывают шурфы размерами 1,5х1,5 м2 в плане и ниже 
подошвы фундамента не более 0,5 м и внедряют под фундамент извлекаемый датчик давления 
грунта, например, ДДГЛ [18]. Описание датчика ДДГЛ, его возможностей, принципа работы и 
характеристик можно найти в работе [18]. Аналогичный по принципу действия другой извлекаемый 
датчик давления описан в работе [19]. Число результатов измерения давления на грунт от 
фундамента зданий и сооружений с использованием извлекаемых датчиков давления, как 
правило, мало из-за вынужденного нарушения целости грунта вблизи и под подошвой фундамента 
для устройства шурфов и ввода под фундамент датчика давления. Это замечание о неполноте 
статистической информации касается и измерения физико-механических характеристик грунта под 
подошвой фундамента.  

Прочность грунта основания R под подошвой фундамента в процессе эксплуатации зданий 
и сооружений изменяется, и ее реальное значение приходится определять в лабораторных 
условиях в соответствии с приказом №624 Министерства Регионального Развития Российской 
Федерации от 30.12.2009 «Об утверждении Перечня видов работ по инженерным изысканиям…», 
п. 6 «Обследование состояния грунтов основания зданий и сооружений», а также с учетом 
требований СП II-105-97. Для определения физико-механических характеристик грунта согласно 
ГОСТ 304160-96 из-под фундамента вырезаются образцы грунта. При этом число образцов грунта 
ограничено, и объем получаемой информации по результатам испытаний грунта не позволяет 
описывать его как случайную величину распределениями, принятыми в классической 
математической статистике [3]. В связи с этим случайную величину – прочность грунта R – 
приходится, как отмечалось выше, описывать интервальными методами [20, 21, 22]. То же самое 
относится и к случайной величине – давлению фундамента на грунт основания. 

Описание исследования 
Для расчета надежности любого несущего элемента любым аналитическим методом 

необходимо иметь математическую модель, например, ту или иную модель предельного 

состояния из свода правил с учетом изменчивости контролируемых параметров Rp ~~ ≤ , прSS ≤~  и 

uFF ~~ ≤  или в обобщенном виде 

,YX ≤ (2)
где Х – обобщенная нагрузка (давление p~  на грунт основания, деформация S~ или нагрузка F~ ); 

Y – обобщенная прочность (прочность R~  грунта основания, прS  – предельная осадка, предельное 

сопротивление uF~ ); X и Y – случайные величины или в общем случае случайные функции. 

Надежность грунтового основания фундамента по критерию (2) будет определяться 
вероятностью реализации события YX ≤ . Вероятность отказа определяется вероятностью 
реализации события YX > . Как отмечалось ранее, выбор методов расчета этих вероятностей 
будет определяться объемом и точностью статистической информации о случайных величинах X 
и Y. Рассмотрим некоторые методы расчета надежности или отказа грунтового основания по 
критерию (2) в зависимости от объема статистической информации о X и Y.  

1. Информация о X и Y ограничена малым числом измерений контролируемых параметров X 
и Y (4–8 по каждому). В этом случае для расчета надежности основания по критерию (2) можно 
использовать возможностный метод, построенный на основе теории возможностей [8], который 
получил развитие для расчетов надежности строительной продукции в работах авторов [13, 14].  

В качестве статистической характеристики для описания X и Y используются функции 
распределения возможностей вида: 

( )[ ]{ },/exp)( 2
xxX baxx −−=π (3)

где )(5,0 maxmin XXax += , αln/)(5,0 minmax −−= XXbx , minX  и maxX  – наименьшее и 
наибольшее значения измеряемой величины X, например, давления p~ ; α  – уровень значимости 
(среза) [23]. 
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На рис. 1 представлен график функции (3). 

 
Рисунок 1. Функция распределения возможностей 

Значением { }1,0∈α  задаются в зависимости от ответственности конструкции, числа 
измерений, точности измерений и т. д. [23]. Чем меньше число измерений, тем больше принимают 
значение α, увеличивая осторожность в оценке нагрузки и прочности грунта в запас надежности. 
Фактически на рис. 2 представлены три функции. Одна из них )(xR называется согласно работе [8] 
возможностью реализации события xX = . Вторая функция )(xQ служит для описания 
противоположного события (как в теории вероятности, где различают вероятность )( xXP ≤ , и 
вероятность )( xXQ >  при этом 1=+ QP ). В теории возможностей 1)()( >+ xQxR  (рис. 1). 
Далее дополнительно вводится функция )(1)( xQxN −= , которая называется необходимостью 
события xX = . Таким образом, случайное событие характеризуется двумя функциями )(xR  и 

)(xN , образуя интервальное его описание вида [ ]RN , . Аналогично описывается и вторая 
случайная величина в (2) – Y. В работе [8], в отличие от теории вероятностей, X и Y называются 
нечеткими переменными. 

На рис. 2 показаны уже обе функции распределения возможностей нечетких переменных 
)(xXπ  и )( yYπ для установления значения возможности реализации события YX > , т. е. отказа 

Q и, соответственно, необходимости безотказной работы QN −= 1 . На рис. 2 принято 
обозначение xy =  как величин одной физической природы в данной задаче. 

 

Рисунок 2. Функция распределения возможностей )(xXπ , )( yYπ  

Для реализации события YX ≤  необходимо выполнение условия того, что «среднее» 
значение xa  нагрузки X должно быть меньше «среднего» значения ya

 
прочности Y. Возможность 

отказа Q, показанная на рис. 2 в виде ординаты с абсциссой *x , находится из функции )(xXπ  
или )( yYπ  при значениях *xx = или *xy = . Значение *x (абсцисса точки пересечения функций 
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)(xXπ и ))(yYπ  находят из решения уравнения 
22 )()(

y

y

x

x
b

ax

b
ax

ee
−

−−
−

=  или 
y

y

x

x

b
ax

b
ax −

=
−

 при 

выполнении условия yx axa << * , как показано на рис. 2. Недостатком этого метода является 
необходимость задаваться значением α  и сравнительно широким интервалом характеристики 
случайной (нечеткой) величины, что приводит к малой информативности оценки этой величины. 

Рассмотрим пример. Пусть по результатам измерения давления Xp =~
 на грунт под 

подошвой фундамента прибором ДДГЛ, а также испытаниями образцов грунта в лабораторных 
условиях для YR =~

 выявлены значения minX , maxX , minY , maxY  и вычислены параметры 

кПаax 600= , кПаay 700= , кПаbx 30= , кПаby 35=  при 1,0=α . Так как yx aa < . 

Соответственно, возможность безотказной работы 1=R . Из 
35
700

30
600 −

=
− xx

 находим 

кПаx 646* = . По выражению (3) находим 094,0)646(
2

30
600646

===
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

eQ Xπ . Отсюда следует, 
что 906,0094,011 =−=−= QN . Надежность основания характеризуется интервалом [ ]RN ,  
или, по данным примера, [ ]1;9,0 . 

Истинное, но неизвестное значение надежности находится в интервале [0,9; 1]. 

На практике надежность в виде вероятности P обычно принимают наименьшую из 
интервала для большей гарантии безопасности, т. е. равную N. Ниже обсудим этот вопрос 
подробнее. 

1. Рассмотрим расчетную модель прSS ≤~ , где прS  – детерминированная величина, а 

значение S~ находят по результатам измерений осадки фундамента, например, геодезическими 
методами. В этом случае S~  характеризуется распределением (3) при известных xа  и xb . 

Значение )(xXπ при прSx = будет показывать возможность отказа Q  при прx Sа < . На рис. 2 

)( yYπ  заменяется прямой прSx = . Соответственно, при прx Sа <  имеем QN −= 1 , 1=R . 

2. Рассмотрим второй вариант расчета надежности основания фундамента, когда число 
измерений X и Y позволяет сравнительно точно определить их средние значения Xm и Ym  и 
средние квадратические отклонения XS  и YS , но не позволяет выявить функции распределения и 
проверить их по тому или иному критерию. В этом случае X и Y можно описывать известными 
распределениями, полученными на основе неравенства Чебышева [11, 12]. Вид этих функций в 
форме границ множества распределений (заштрихованная часть рис. 3) представлен на рис. 3. 

 
Рисунок 3. Граничные функции распределений )(* xF X , )(** xF X , )(xF X  
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Аналитически эти функции согласно работам [11, 12] имеют вид 
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(4)

где )(xF X , )(xF X  – нижняя и верхняя функции границ множества распределений случайной 
величины X. 

Условные плотности распределения вероятностей граничных функций распределения 
находятся как производные от )(xF X  и )(xF X  по x  и имеют вид: 
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(5)

Аналогичные функции распределения и их графики относятся и к случайной величине Y. 
Условные функции плотностей вероятностей распределения для Y получим из (5) заменой x  на y. 

По результатам измерений случайных величин в (1) p~ , IIγ~ , '~
IIγ  и IIc~ , а также по результатам 

вычислений с использованием метода линеаризации [24, 25] для R~  как случайной функции от 
случайных аргументов найдем средние значения параметров ppср = , 

),,( 3
'

21 IIIIIIср cfRR ϕγϕγϕ== , где 1ϕ , 2ϕ , 3ϕ . Средние квадратические отклонения давления 
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, 
IIcS  – средние квадратические отклонения случайных величин IIγ , '

IIγ  и IIc , полученных по 

результатам испытания образцов грунта из-под фундамента в лабораторных условиях. 

Из классической теории надежности [24] известна общая формула определения значения 
надежности применительно к критерию (2), которую можно записать в виде вероятности 
безотказной работы: 

dxdyyxP Y
S

X )()( ρρ∫∫=  
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или в виде вероятности отказа: 
,)()( dxdyyxQ

V
YX∫∫= ρρ  

где S – область безотказной работы, V – область отказа. 

В нашем случае для расчетной модели (2) с параметрами X и Y, с известными граничными 
функциями распределений )(xF X , ),(xF X )( yF Y , )(yF Y  и с условными функциями плотностей 

вероятностей распределений )(xXρ , )(yYρ , ),(xXρ  )(yYρ  будем иметь два значения 
вероятностей безотказной работы (нижнее и верхнее): 

,)()( dxdyyxP Y
S

X ρρ∫∫=  

,)()( dxdyyxP Y
S

X ρρ∫∫=  

и два значения вероятностей отказа: 

,)()( dxdyyxQ Y
V

X ρρ∫∫=  

.)()( dxdyyxQ Y
V

X ρρ∫∫=
 

(6)

Для Q  берем )(xXρ , т. к. с ростом X область отказа V возрастает. Для Q  все наоборот. 

С учетом (5) и (6) найдем расчетные формулы для определения Q  и Q  для различных 
случаев соотношений между нагрузкой и прочностью. 

Пусть YXXX mmSm <+ 2 . На рис. 4 соответствующие граничные функции распределения 
для X и Y представлены условно в графической форме. Этот случай чаще всего встречается в 
практике эксплуатации зданий. 

 
Рисунок 4. Граничные функции распределения нагрузки )(xF X , )(xF X  

и прочности )(yFY , )(yFY  

Для рассматриваемого варианта соотношений X и Y из рис. 4 видно, что  

0)()( == ∫∫ dxdyyxQ Y
V

X ρρ ; 
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Вероятность безотказной работы основания (надежность) будет характеризоваться 
интервалом [ ]QPQP −=−= 1,1 . 

При малых значениях XS  по сравнению с Xm первым членом в (7) можно пренебречь 
(в запас надежности), и тогда расчетная формула примет вид: 

( )[ ]
( )

( )[ ] .
2)(2

0
222

2

222

2

dxdy
Sxm

Sxm

Sym

Sym
Q

Y

X

m

m

y

XX

XX

YY

YY∫ ∫
+−

−

+−

−
=  (8)

Пример. Пусть известны 2/20 смНm X = , 2/2 смНS X = , 2/25 смНmY = , 
2/1 смНSY = .  

Решая пример с использованием компьютерной программы, получим 0=Q ,
210525,8 −⋅=Q . Соответственно, 914,0=P , 1=P . Надежность основания характеризуется 

интервалом [ ]1;914,0 . Расчетную часть задачи можно еще упростить, если в (7) второй интервал 
заменить функцией (4) с заменой x на y.  

( )
( )[ ] ( )

..
2

22222

2

dy
Smy

S

Sym

Sym
Q

XX

X
m

m YY

YY
Y

X
+−+−

−
= ∫  

При расчете надежности по деформациям (осадке фундамента S~ ), не связанным с 
внешней нагрузкой, по расчетной модели uSS ≤~ , где uS  – предельно допустимая осадка 
фундамента (детерминированная величина), расчет надежности основания фундамента 
упрощается. 

В этом случае при 
S

S
Su m

S
mS

2

+>  имеем 0=Q ; )(1 ** xFQ X−= при uSx = . 

Пример. Пусть известны смm X 5= , смS X 1=  (где SX ~
= ), смS пр 8= . Получим 0=Q

 
и 

с учетом (3) 
( )

( )
( )

( )
.1,0

185
8511

22

2

22

2

=
+−

−
−=

+−

−
−=

XX

X

Sxm
xm

Q  

Надежность основания фундамента по критерию uSS ≤~
 в этом случае будет 

характеризоваться интервалом [ ]0,1;9,0 .  

Таким образом, отказ основания фундамента может быть либо по критерию (1), либо по 
критерию uSS ≤~  и uFF ≤ . В любом случае отказ по одному из критериев приводит к отказу всего 
основания как условной последовательной системы с условными независимыми элементами. 
В этом случае согласно работе [26] вероятность отказа U всей системы (основания) определяется 

интервально [ ]UU;  по формулам miniQU =  и maxiQU = , где i=1,2,3. 

В данной статье не рассматривается расчет надежности по критерию uFF ≤ , поэтому если 
ограничиться только критериями деформаций, то по результатам решения приведенных примеров 

будем иметь 0=U , 1,0=U . 

При расчете надежности основания после реконструкции зданий учитывается предельное 
значение допустимой деформации основания фундамента с учетом категории технического 
состояния сооружения в соответствии с СП 22.13330.2010. 
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Практическое значение 
Оперативная оценка надежности несущих конструкций зданий и сооружений позволяет 

установить уровень безопасности их эксплуатации, а при необходимости спланировать и провести 
своевременный ремонт, усиление или реконструкцию и, самое главное, предупредить аварии и 
разрушения. Особая значимость предлагаемых методов расчета надежности оснований 
фундаментов, а также других несущих конструкций, проявляется при оценке безопасности 
эксплуатации зданий и сооружений после пожаров, стихийных бедствий и других чрезвычайных 
ситуаций, когда ограничено время для сбора статистической информации о контролируемых 
параметрах элементов технических систем.  

В приведенных методах надежность оснований характеризуется интервалом надежности. 
Если обозначить граничные значения интервала надежности minP  и maxP , то расчетная 

надежность основания фундамента будет характеризоваться интервалом [ ]maxmin ; PP . Истинная 
надежность находится внутри этого расчетного интервала. Можно ли принимать значение 
надежности основания фундамента, например, по критерию (2) из интервала надежности 
более minP ? Такой вопрос возникает, если нормативное значение надежности нP  для основания 

фундамента конкретного здания или сооружения оказывается более minP . Обсуждение такой 
ситуации и анализ риска принятия решения о надежности из интервала расчетной надежности 
основания фундамента больше minP , например, равного нP , рассматривается в работе [17]. 

Выводы 
1. Предложен новый подход к расчетам надежности грунтовых оснований фундаментов на 

стадии эксплуатации зданий и сооружений при ограниченной статистической информации о 
контролируемых параметрах по критерию деформаций (осадке) фундамента. 

2. Расчетная модель предельного состояния представлена условием YX ≤ , где X  – 
обобщенная нагрузка (деформация), Y  – обобщенная прочность (предельная деформация). 

3. Рассмотрены два варианта исходной (ограниченной) статистической информации о 
контролируемых параметрах, для которых приведены расчетные формулы для определения 
значений интервалов надежности и приведены числовые примеры оценки надежности. 

4. Предложенные методы могут найти применение в расчетах надежности других несущих 
элементов и частей зданий и сооружений при ограниченной информации о контролируемых 
параметрах. 
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Ровность дорожных покрытий обусловливает важнейшие потребительские свойства 
автомобильной дороги. С ухудшением ровности дорожного покрытия снижается средняя скорость 
движения. В неровностях скапливается дождевая вода, что вызывает уменьшение коэффициента 
сцепления шины с покрытием, и, следовательно, снижение безопасности движения. Неровности 
приводят к возникновению динамических нагрузок, в результате которых максимальное усилие, 
передаваемое колесом на покрытие, в среднем возрастает в 1,3 раза [1]. При этом минимальное 
усилие понижается до 70–80% от статической нагрузки [2]. Такая вариация величины нагрузки 
приводит к неодинаковым смещениям поверхности покрытия вдоль траектории движения 
автомобиля и является причиной дальнейшего снижения продольной ровности. Поэтому 
прогнозирование изменения ровности покрытий и своевременное назначение ремонтных 
мероприятий являются актуальными целями исследований в дорожной отрасли. 

Обзор отечественной и иностранной литературы 
Глубина неровности определяется разностью смещений поверхности покрытия в 

рассматриваемой точке неровности и в точке, в которой смещение имеет наименьшее значение. 
Одним из наиболее простых и достаточно надежных способов определения смещения 
поверхности является общепринятый способ расчета осадки. Осадка определяется 
интегрированием зависимости для вертикальной относительной деформации по глубине [3]. Этот 
способ лежит в основе расчета осадок фундаментов методом послойного суммирования [4], в 
котором для вычисления определенного интеграла используется формула трапеций. Эту же схему 
решения задачи использовали специалисты дорожной отрасли для разработки метода расчета 
дорожных одежд нежесткого типа по допускаемому общему [5] (1960–1972 гг.) и упругому прогибу 
[6] (с 1972 г. по настоящее время). Применительно к расчету осадок фундаментов этот способ 
совершенствовался заменой модели линейно-деформируемого полупространства на билинейную 
зависимость упругопластической деформации от главных напряжений [7–9], а также поиском 
функциональной зависимости коэффициента бокового обжатия β от глубины [9]. В дорожной 
отрасли появились решения этой задачи, в которых формула М.И. Якунина заменялась другими 
зависимостями вертикального напряжения от глубины [10]. В результате изменения 
подынтегрального выражения стали появляться новые формулы для расчета прогибов покрытий, 
отличающиеся от решения Н.Н. Иванова [5]. Впоследствии в подынтегральном выражении 
вертикальной деформации линейные функции стали заменять различными нелинейными 
зависимостями пластической деформации от главных напряжений1. Так были созданы 
инженерные способы расчета пластического смещения поверхности земляного полотна и всей 
дорожной конструкции в целом [11–15]. Важнейшим элементом таких методов расчета является 
подынтегральная функция, описывающая зависимость относительной пластической деформации 
от главных напряжений и количества приложенных нагрузок. 

В настоящее время известно большое количество моделей для расчета относительных 
пластических деформаций, учитывающих повторность приложения нагрузки и различные 
инвариантные характеристики тензора и девиатора напряжений. Параметры таких формул 
определяются экспериментально посредством испытаний исследуемого материала трехосным 
сжатием в условиях приложения многократных нагрузок. В России трехосные динамические 
испытания выполняются сравнительно недавно и, как правило, при малом количестве приложений 

                                                      
1 Задача решалась для оси симметрии нагрузки, где направление главных осей совпадает с направлением 
осей х, у и z, вследствие чего σ1=σz, σ2=σх, σ3=σу. 
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циклической нагрузки [16–19], несмотря на то что статические испытания грунтов в стабилометре 
выполняются давно. Статические испытания проводятся как для решения инженерных задач, 
связанных с определением показателей прочности и деформируемости грунтов, так и в 
исследовательских целях для изучения механизма деформирования грунтов [20, 21]. 

В зарубежных исследованиях динамические трехосные испытания нашли широкое 
применение. Они используются при изучении механизмов пластического деформирования и при 
математическом моделировании необратимой пластической деформации, накапливаемой при 
воздействии повторных нагрузок [22–25]. Такие модели получены для различных гранулированных 
материалов. Использование этих функций в качестве подынтегрального выражения позволит 
получить формулы расчета пластических смещений поверхностей слоев из достаточно большого 
количества инертных дорожно-строительных материалов.  

В таблице 1 приведены наиболее известные функциональные зависимости пластической 
деформации от числа нагрузок. 

Таблица 1. Формулы для расчета пластических деформаций при воздействии 
повторных нагрузок 
Специалисты, применявшие 

формулу Формула 

Barksdale R.D. [26] 
NlgbaN ⋅+=ε , 

где а и b – параметры модели; N – количество приложенных расчетных 
нагрузок, единиц. 

Leng J. [27] 
( )2

1N lgblga NN ⋅+⋅+= εε ,
 

где ε1 – остаточная деформация, возникающая при первом приложении 
нагрузки. 

Cheung L.W. [28] 
( )( ) ( )NlgBA b

s31N +⋅−⋅= σσσε , 

где А, b и В – параметры модели, являющиеся постоянными материала; 
σs – предельный девиатор напряжений. 

Sweere G.T.H. [29] 
B

N A N⋅=ε , 

где А и В – параметры уравнения регрессии. 

Wolff H., Visser A. [30] 
( ) [ ]( )NNm ⋅−−⋅⋅+= Вexp1ANε , 

где т, А и В – параметры уравнения регрессии 

Francken L., Clauwaert C. [31] [ ]( )1ВexpAA 11
В

N −⋅−⋅+⋅= NNε , 

где А, В, А1 и В1 – параметры уравнения регрессии. 

Theyse H.L. [32, 33] 
[ ]( )NNm ⋅−−⋅+⋅= 11N Вexp1Aε  

( ) [ ]( )NNN ⋅−−⋅+⋅+⋅= 11
В

N Вexp1AmAε  

Tseng K. H., Lytton R. L. [34] ( ) cNba −−⋅= expNε  

Brecciaroly F., Kolisoja P. [35] 
( )NN +⋅+= ВA100N εε ,

 ε100 – деформация от первых 100 циклов.

Hornych P., Corte J.-F., 
Paute J.-L. [36] ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−+=

−BN
100

1100N εε
 

Veverka V. [37] 

a
200N f N⋅⋅= ε εε , 

где fε – коэффициент пропорциональности, определяемый опытным путем; 
ε200 – деформация от первых 200 циклов; α – коэффициент, учитывающий 
затухающий характер деформирования.
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Специалисты, применявшие 
формулу Формула 

Khedr S. [38] 

mc
у

b

окт

октN Ea −⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅= N

N σ
τε

, 

где σокт и τокт – напряжения на октаэдрической площадке, Па; a, b, с и т – 
параметры уравнения регрессии. 

Huurman M. [39] 
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= 1

1000
k

expk
1000

k 3
2

k

1N
NNε , 

где k, k1, k2 и k3 – параметры, характеризующие уровень напряженного 
состояния. 

Примечание: Параметры моделей зависят от величины главных напряжений, вида материала, его 
физических свойств, формы минеральных частиц и зерен, гранулометрического состава, программы 
испытания (дренированный или недренированный тест). 

Постановка задач 
Многообразие моделей, представленных в таблице 1, свидетельствует о том, что, несмотря 

на обилие экспериментальных данных, нет единого мнения специалистов о том, какая именно 
функциональная зависимость должна использоваться для прогнозирования накапливаемой 
пластической деформации. Некоторые формулы в виде отдельного множителя содержат 
пластические деформации, возникающие в результате первого приложения нагрузки ε1 или 
накапливаемые в результате определенного сравнительно малого количества приложений 
нагрузок ε100, ε200, ε1000. Эксперименты на динамическое трехосное сжатие производятся при 
одинаковой продолжительности каждой нагрузки, как правило, длительность одного воздействия 
равна 0,1 с. Следовательно, такие зависимости имеют строгие граничные условия и не позволяют 
определять деформации при другом времени воздействия нагрузки, то есть нет возможности 
учесть различие в скорости движения транспортных средств.  

Задачами публикации являются:  

1) поиск функциональной зависимости пластической деформации от числа повторных 
нагрузок, характеризующихся различными напряжениями σ1 и σ3; эта зависимость должна 
являться обобщающей для ряда формул таблицы 1; 
2) поиск решения, учитывающего влияние нагрузок различной продолжительности на 
величину параметров ε1, ε100 и т. д.; 
3) определение постоянных параметров разработанной модели на основе анализа 
результатов экспериментальных данных динамических трехосных испытаний 
гранулированного материала. 

Описание исследования 
Экспериментальные данные Д.Д. Баркана о вдавливании в грунтовое полупространство 

штампа позволили Ю.М. Гусеву [7] сделать вывод, что пластическая деформация суглинка, 
наблюдаемая при n–м воздействии нагрузки S, связана с деформацией от первого воздействия S1 
и описывается формулой: 

5,1
1S −⋅= пS . (1)

Автор [7] отмечает, что зависимость (1) подобна формулам G.T.H. Sweere [29] и V. Veverka 
[37], а также первому слагаемому в уравнениях L. Francken, C. Clauwaert [31] и M. Huurman [39]. 
Так как накапливаемая деформация S связана с деформацией от первого воздействия S1, то 
можно предположить, что пластическое деформирование грунтов и материалов носит 
наследственный характер. Следовательно, нашу задачу можно поставить в рамки теории 
наследственной ползучести Больцмана–Вольтерры. 

 

24



SOILS Magazine of Civil Engineering, №4, 2013
 

Александров А.С. Пластическое деформирование гранодиоритового щебня и песчано-гравийной смеси при 
воздействии трехосной циклической нагрузки 

В качестве ядра интегрального выражения теории наследственности примем степенные 
функции, подобные (1), но с произвольным показателем степени (к2). В этом случае получим два 
принципиально разных выражения: в первом случае к2=-1 (частный случай), а во втором к2 – 
любое число, кроме -1, то есть к2≠-1. Эти выражения имеют вид: 

1−⋅=Δ пкмпε , 1−⋅=Δ пквпε , (2)

2
1мп

кпк ⋅=Δε , 2
1вп

кпк ⋅=Δε , (3)

где Δεмп и Δεвп – соответственно приращения мгновенной пластической и вязкопластической 
деформаций от n–го воздействия нагрузки; к, к1 и к2 – коэффициенты, учитывающие уровень 
напряженного состояния и вид материала.  

Составив интегральное выражение и выполнив его интегрирование по n, получим: 

[ ]Nкdnnк
N

N ln1)(1)( 1вп1мп
1

1
1вп1мп ⋅+⋅ε+ε=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅ε+ε=ε ∫ − , (4)

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

⋅+⋅ε+ε=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅ε+ε=ε

+

∫ 1
11)(1)(

2

1
11вп1мп

1
11вп1мп

2
2

к
Nкdnnк
кN

к
N , (5)

где εмп1 и εвп1– соответственно мгновенная пластическая и вязкопластическая деформации от 
первого воздействия нагрузки, мм. 

Формула (4) описывает пластические деформации затухающего характера. Поэтому она 
может быть применена для расчета деформаций ранга2 А3 и в некоторых случаях для 
определения деформаций ранга В4. 

В зависимости от значения коэффициентов к1 и к2 формула (5) способна описывать 
затухающий, установившийся и прогрессирующий характер накопления пластической 
деформации. Следовательно, зависимость (4) является частным случаем формулы (5), как в 
математическом плане, так и по области применения. 

Анализ экспериментальных данных показывает, что (4) и (5) удовлетворительно описывают 
пластические деформации, накапливаемые грунтами и гранулированными материалами при 
вариации количества нагрузок до N=105. При большем количестве приложенных нагрузок 
пластическая деформация связана с пластической деформацией, накопленной за первые 100 
воздействий. Эту особенность отражают модели [27, 35, 36, 39]. Следовательно, наследственный 
характер пластического деформирования необходимо представить суммой двух интегралов. 
Первый интеграл дает возможность рассчитать деформацию, накопленную за первые 100 
воздействий, а второй – приN>>100. Для упрощения дальнейших вычислений ядро первого 
интегрального уравнения зададим в виде (1). Тогда получим: 

( )[ ]100ln1)(1)( 1вп1мп
100

1

1
1вп1мп100 ⋅+⋅ε+ε=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅ε+ε=ε ∫ − кdnnк . (6)

                                                      
2 За рубежом классификацию пластических деформаций дают рангами А, В и С, характеризующимися 
разностью осевых деформаций, накапливающихся в результате приложения 5000 и 3000 нагрузок 
 ε5000-ε3000 [40]. 
3 Деформирование ранга А имеет место при ε5000-ε3000<0,045·10-3 [41]. Такие деформации всегда носят 
затухающий характер при числе нагрузок 106 и более. 
4 Деформирование ранга В определяется условием 0,045·10-3<ε5000-ε3000<0,4·10-3. Для ранга В характерно 
практически линейное накопление пластических деформаций до достаточно большого количества 
приложенных нагрузок (N=5·105 – 8,5·105), а затем εN нелинейно возрастает [41]. 
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Вторую подынтегральную функцию примем в виде степенной зависимости (2) с 
произвольным показателем степени. Составив интегральное уравнение и выполнив 
интегрирование, получим: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

⋅+⋅ε=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⋅ε=ε

++

∫ 1
10011

2

1

1100
1

1100

122
2

к
Nкdnnк

ккN
к

N . (7)

Подставив (6) в (7), получим формулу: 

( )[ ]
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

⋅+⋅⋅+⋅ε+ε=ε
++

1
1001100ln1)(

2

1
11вп1мп

122

к
Nкк

кк
N . (8)

Модель (8), так же как и (5), связывает деформацию, накапливаемую материалом в 
результате многократного приложения нагрузки, с остаточной деформацией от первого 
воздействия нагрузки. Зависимость (8) содержит три постоянных коэффициента, а в формуле (5) 
таких коэффициентов только два. Наличие третьего коэффициента позволяет рассчитывать 
пластические деформации материала при N>105. Поэтому область применения у модели (8) 
гораздо шире, чем у модели (5). 

В условиях эксплуатации дорог транспортные средства двигаются с различными 
скоростями, что обусловливает разную продолжительность воздействия нагрузки. В формулах 
таблицы 1 эту особенность учесть нельзя. Разложение деформации ε1 на εмп1 и εвп1 позволяет 
учитывать влияние длительности воздействия нагрузки на величину вязкопластической 
составляющей деформации. Такой способ дает возможность определить коэффициенты 
приведения транспортных средств к расчетному автомобилю как по величине давления, так и по 
продолжительности его воздействия. Этот подход расширяет базу и уточняет значения 
коэффициентов приведения в нормативных документах по проектированию дорожных одежд. 

Определение коэффициентов к, к1 и к2 выполняется по данным динамических трехосных 
испытаний. Следует отметить, что в настоящее время динамические трехосные испытания 
производятся по различным схемам.  

Во-первых, тесты могут быть дренированные или недренированные. При дренированных 
испытаниях из образца отводится вода. Такая схема испытаний применяется для материалов, 
используемых в дорожных конструкциях, обладающих хорошим дренажом. Недренированные 
испытания предназначены для исследования показателей деформируемости материалов, 
работающих в условиях отсутствия дренажа или его плохого функционирования. О влиянии 
условий осушения образца на величину деформации, накапливаемой при приложении повторных 
девиаторных нагрузок, сообщается в исследованиях S.F. Brown [41]. Причем пластические 
деформации, накапливаемые при недренированных трехосных динамических испытаниях, могут 
превышать деформации при дренированных тестах в пять раз и более. Эта разница между 
пластическими деформациями возрастает с увеличением числа приложений нагрузки. На основе 
анализа условий эксплуатации российских дорог в расчетный период года отметим, что для 
определения коэффициентов модели (8) следует использовать данные недренированных 
испытаний.  

Во-вторых, динамические трехосные испытания классифицируются по характеру 
приложения девиаторного напряжения. Испытания могут быть одноступенчатые и 
многоступенчатые. В первом случае испытания производятся при приложении к образцу 
одинаковых напряжений при каждом воздействии нагрузки. Зависимость показателей 
деформируемости материала от девиатора напряжений получают при помощи испытаний группы 
образцов. К каждому образцу прикладывают свои напряжения, многократно повторяющиеся в 
течение всего опыта. При многоступенчатых испытаниях к одному и тому же образцу 
прикладываются разные напряжения, которые повторяются определенное число раз. Испытания 
начинают с приложения наименьших напряжений. Такие напряжения, как правило, 
прикладываются 1000 раз. Затем величина девиатора напряжений увеличивается, и производится 
следующая 1000 приложений нагрузки. Повышение девиаторного напряжения выполняется до тех 
пор, пока образец не разрушится или не приобретет предельной деформации (за рубежом 
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предельная деформация ограничивается 20%). Для определения коэффициентов в модели (8) 
следует использовать данные серии одноступенчатых испытаний. 

В-третьих, трехосные динамические испытания классифицируются по характеру приложения 
минимального напряжения. Наименьшее главное напряжение (confining stress) в течение опыта 
поддерживается постоянным (σ3=const), что позволяет такие испытания называть тестами с 
постоянным удерживающим давлением (pressure). Эта особенность испытаний и англоязычная 
терминология привели к обозначению такого теста аббревиатурой CCP. В CCP-тестах создается 
постоянная всесторонняя удерживающая нагрузка, которую называют контактной. Помимо 
постоянного давления к образцу прикладывается вертикальное динамическое усилие, создающее 
по отношению к статическому давлению добавочное вертикальное напряжение σ1(дин). 
Горизонтальное динамическое усилие не прикладывается, то есть σ3(дин) = 0. Выполняя анализ 
таких испытаний, исследователи отмечают, что величина динамической части девиатора 
напряжений обусловливается только величиной σ1(дин). В этом случае имеет место 
σd(дин) = σ1(дин) − σ3(дин) = σ1дин. Величина среднего динамического напряжения 
р(дин) = (σ1(дин) + 2·σ3(дин)) / 3 или р(дин) = σ1(дин) / 3. Отсюда вытекает, что ССР-тесты позволяют 
производить эксперимент только при σd(дин) / р(дин) = 3/1. Следует отметить, что возможен второй 
сценарий испытаний, по которому σ1(дин) = 0, тогда р(дин) = −2·σ3(дин) / 3, а σd(дин) = σ3(дин). В этом случае 
σd(дин) / р(дин) = −3/2. Таким образом, проводя эксперимент в соответствии с требованиями 
CCP-тестов, в отношении динамических напряжений можно реализовать только два сценария. 
Поэтому в качестве основного недостатка CCP-испытаний отмечают, что нельзя учесть эффект 
вращения главных осей. Испытания с варьирующейся величиной наименьшего главного 
напряжения обозначают аббревиатурой VCP или VDCP. Цель таких испытаний состоит в том, 
чтобы смоделировать эффект вращения главных осей в точке при приближении и удалении 
нагрузки. В RLT VCP-испытаниях прикладываются как вертикальные, так и горизонтальные 
динамические усилия. Такие тесты позволяют воспроизводить всевозможные комбинации 
напряжений σ1 и σ3, возникающих как по оси симметрии нагрузки, так и при ее расположении на 
любом расстоянии от рассматриваемой точки. 

Подводя итог обзору экспериментальных методик динамических трехосных испытаний, 
можно отметить, что для анализа нужно использовать данные недренированных одноступенчатых 
VCP тестов. Такие испытания выполнены в исследовании S. Werkmeister [42]. 

На рис. 1–7 приведены результаты экспериментальных исследований S. Werkmeister [42]: 
рис. 1–4 иллюстрируют зависимость пластической деформации гранодиоритового щебня от числа 
повторных нагрузок, а рис. 5–7 – песчано-гравийной смеси. 

 

 
1–6 – при (σ1-σ3) 40; 80; 120; 160; 200 и 360 кПа; при σ3=40 кПа; 

Рисунок 1. Зависимость вертикальной пластической деформации гранодиоритового щебня 
от числа нагрузок и напряжений при σ3=40 кПа по данным [42] 
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1–17 – при (σ1-σ3) 35; 70; 105; 140; 175; 210; 245; 280; 315; 350; 385; 420; 490; 560; 700; 770; 

840 кПа; при σ3=70 кПа; 
Рисунок 2. Зависимость вертикальной пластической деформации гранодиоритового щебня 

от числа нагрузок и напряжений при σ3=70 кПа по данным [42] 
 

 
1–9 – при (σ1-σ3) 70; 140; 210; 280; 350; 420; 560; 700; 840; при σ3=140 кПа; 

Рисунок 3. Зависимость вертикальной пластической деформации гранодиоритового щебня 
от числа нагрузок и напряжений при σ3=140 кПа по данным [42] 

 

 
1–9 – при (σ1-σ3) 105; 157; 210; 265; 315; 367; 430; 630; 840 кПа; при σ3=210 кПа; 

Рисунок 4. Зависимость вертикальной пластической деформации гранодиоритового щебня 
от числа нагрузок и напряжений при σ3=210 кПа по данным [42] 
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1–4 – при (σ1-σ3) 40; 80; 120; и 160 кПа; при σ3=40 кПа; 

Рисунок 5. Зависимость вертикальной пластической деформации песчано-гравийной смеси 
от числа нагрузок и напряжений при σ3=40 кПа [42] 

 

 
1–6 – при (σ1-σ3) 70; 105; 140; 210; 280 и 350 кПа; при σ3=70 кПа; 

Рисунок 6. Зависимость вертикальной пластической деформации песчано-гравийной смеси 
от числа нагрузок и напряжений при σ3=70 кПа [42] 

 

 
1–4 – при (σ1-σ3) 105; 210; 315 и 420 кПа; при σ3=210 кПа; 

Рисунок 7. Зависимость вертикальной пластической деформации песчано-гравийной смеси 
от числа нагрузок и напряжений при σ3=210 кПа [42] 
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Из анализа данных рис. 1–4 и 5–7 определены коэффициенты к, к1 и к2 формулы (8). 
Значения коэффициентов для гранодиоритового щебня приведены в таблицах 2 и 3, а в таблицах 
4 и 5 даны коэффициенты песчано-гравийной смеси  

Таблица 2. Значения коэффициентов к1 и к2 для гранодиоритового щебня 

Характеристика 
(σ1 − σ3) / σ3 

Значения коэффициентов к1 и к2 
при σ3 ≤ 40 кПа при σ3 = 70 кПа при σ3 = 140 кПа при σ3 ≥ 210 кПа 
к1 к2 к1 к2 к1 к2 к1 к2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0,5 – – 0,12504 -0,794 0,06579 -0,898 0,07328 -0,84 
0,75 – – – – – – 0,07865 -0,788 

1 0,04416 -0,689 0,06183 -0,884 0,07673 -0,845 0,07518 -0,852 
1,25 – – – – – – 0,08975 -0,798 
1,5 – – 0,06514 -0,802 0,07909 -0,831 0,08213 -0,809 
1,75 – – – – – – 0,08993 -0,83 

2 0,07047 -0,838 0,07726 -0,842 0,08190 -0,775 0,09370 -0,806 
2,5 – – 0,07088 -0,825 0,08242 -0,797 – – 
3 0,07953 -0,839 0,06169 -0,894 0,07838 -0,816 0,05561 -0,597 

3,5 – – 0,07448 -0,833 – – – – 
4 0,08303 -0,797 0,06616 -0,861 0,08495 -0,704 0,07291 -0,664 

4,5 – – 0,09185 -0,757 – – – – 
5 0,8130 -0,700 0,08178 -0,794 0,08103 -0,63 – – 

5,5 – – 0,07448 -0,779 – – – – 
6 – – 0,07227 -0,683 – – – – 
7 – – 0,0909 -0,775 – – – – 
8 – – 0,05949 -0,584 – – – – 
9 0,06688 -0,680 – – – – – – 

10 – – 0,06329 -0,621 – – – – 
 
Таблица 3. Значения коэффициентов к для гранодиоритового щебня 

Характеристика 
(σ1 − σ3) / σ3 

Значения коэффициентов к 
при σ3 ≤ 40 кПа при σ3 = 70 кПа при σ3 = 140 кПа при σ3 ≥ 210 кПа 

1 2 3 4 5 
0,5 – 1,647831 0,323642 1,579212 

0,75 – – – 0,861997 
1 0,239259 0,741324 0,442738 0,432266 

1,25 – – – 0,346873 
1,5 – 0,483429 0,747054 1,075062 

1,75 – – – 0,5607 
2 0,345271 0,651638 1,055514 1,147698 

2,5 – 0,641184 1,700031 – 
3 0,485951 0,452156 0,646916 0,823361 

3,5 – 1,220012 – – 
4 1,213598 0,517833 1,213908 1,486886 

4,5 – 0,792116 – – 
5 0,322421 0,652119 1,737691 – 

5,5 – 0,559733 – – 
6 – 0,880755 – – 
7 – 0,792489 – – 
8 – 0,933733 – – 
9 0,144116 – – – 

10 – 0,741307 – – 
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Таблица 4. Значения коэффициентов к1 и к2 для песчано-гравийной смеси 
Характеристика 

(σ1 − σ3) / σ3 
Значения коэффициентов к1 и к2 

при σ3 ≤ 40 кПа при σ3 = 70 кПа при σ3 ≥ 210 кПа 
к1 к2 к1 к2 к1 к2 

≤0,5 – – – – 0,07296 -0,84 
1 0,072072 -0,832 0,085358 -0,818 0,070875 -0,865 

1,5 – – 0,071243 -0,809 0,074304 -0,742 
2 0,065274 -0,871 0,060265 -0,915 0,056462 -0,741 
3 0,079163 -0,699 0,071168 -0,861 – – 
4 0,071552 -0,656 0,07917 -0,805 – – 

≥5 – – 0,04554 -0,505 – – 
 

Таблица 5. Значения коэффициентов к для песчано-гравийной смеси 
Характеристика 

(σ1 − σ3) / σ3 
Значения коэффициентов к 

при σ3 ≤ 40 кПа при σ3 = 70 кПа при σ3 ≥ 210 кПа 
≤0,5 1,7343 0,8952 0,377776 

1 1,565878 0,882976 0,610908 
1,5 1,397457 0,870751 0,770299 
2 1,229037 0,920086 0,643991 
3 0,68201 0,887139 0,611044 
4 2,45738 2,294853 2,018758 

≥5 2,21281 2,050283 1,774188 

По данным таблиц 2 и 3, 4 и 5 подобраны эмпирические формулы, связывающие значения 
коэффициентов к, к1 и к2 с характеристикой (σ1-σ3)/σ3 и удерживающим напряжением σ3. 
На рисунке 8 приведены расчетные и экспериментальные пластические деформации песчано-
гравийной смеси при минимальном главном напряжении σ3=40 кПа и (σ1-σ3)/ σ3=1; 2; 3 и 4 
соответственно. 

 

 
1–4 – эксперимент при (σ1-σ3)/σ3 1; 2; 3; и 4; при σ3=40 кПа [42];  

5–8 – расчет при (σ1-σ3)/σ3 1; 2; 3; и 4; при σ3=40 кПа; 
Рисунок 8. Зависимость вертикальной пластической деформации песчано-гравийной смеси 

от числа нагрузок и напряжений при σ3=40 кПа 
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Заключение 
По итогам работы можно сделать следующие выводы. 

1. Модель (8) и подобная ей логарифмическая модель являются более универсальными 
по сравнению с формулами таблицы 1. Анализ экспериментальных данных разных авторов 
позволил определить параметры к, к1 и к2 в (8) для песчаного и глинистого грунта, диабазового, 
гранитного и гнейсового щебня, известняковой щебеночно-песчаной смеси с подобранным 
гранулометрическим составом и ряда других гранулированных материалов. 

2. Предлагаемая модель (8) может быть использована для расчета пластической 
деформации земляного полотна и слоев дорожной одежды из дискретных материалов. Для этого 
зависимость (8) необходимо проинтегрировать по глубине слоя или зоны пластического 
деформирования. Вычисление определенного интеграла от сложной функции (8) может быть 
произведено приближенным способом с применением квадратурных формул трапеций Симпсона, 
Ньютона–Котеса и др. По мнению автора, такая возможность расширяет практическое значение 
статьи, так как появляется возможность рассчитывать пластические смещения поверхности 
земляного полотна и слоев дорожной одежды. Дальнейшие исследования позволят определять 
глубину продольных и поперечных неровностей. 

3. Обнаружена особенность, связанная с влиянием величины девиатора напряжений на 
характер затухающей деформации. При достаточно малой разности главных напряжений на 
первых циклах деформация меньше, чем при более высоких нагрузках. Поэтому отношение εN/ε100 
при малых девиаторах больше, чем при более высоком максимальном главном напряжении. 
Следовательно, на этой стадии деформирования увеличение разности главных напряжений 
приводит к упрочнению материала за счет его уплотнения. Такая тенденция отмечается до тех 
пор, пока величина девиатора напряжений не достигнет определенного значения, при котором 
наблюдается обратная картина. С дальнейшим увеличением максимального главного напряжения 
(при том же значении σ3) наблюдается известный переход затухающего характера 
деформирования в установившийся. 

4. В условиях эксплуатации дорог транспортные средства двигаются с различными 
скоростями, что обусловливает разную продолжительность напряженного состояния дорожного 
покрытия. В известных формулах таблиц 1, 2 эту особенность учесть нельзя. Разложение 
деформации ε1 на εмп1 и εвп1 уточняет представления предшественников. В предлагаемой модели 
вязкопластическая составляющая деформации εвп1 зависит от времени нагрузки. Определение 
этой составляющей может быть выполнено при помощи известных функций времени, 
используемых в уравнениях теории ползучести. Это позволяет учитывать различное время 
воздействия нагрузок, вызванное разной скоростью движения. 

 

Статья подготовлена при поддержке гранта РФФИ №12-08-98008-р_сибирь_а 
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Пластические деформации, накапливаемые грунтами земляного полотна и материалами 
дорожных одежд, обусловливают ухудшение ровности покрытия. Это приводит к снижению 
скорости и безопасности движения. Исследования [1–5] показывают, что пластические 
деформации грунтов земляного полотна дорог, расположенных во 2-й и 3-й дорожно-
климатических зонах, составляют до 80% необратимой деформации, накапливаемой всей 
дорожной конструкцией. В связи с этим высока актуальность работ, направленных на обеспечение 
требуемого сопротивления грунтов сдвигу. 

Нормативные документы по проектированию дорожных одежд, действовавшие на 
территории РФ в разное время [6–11], в обязательном порядке регламентировали проверку 
условия сдвигоустойчивости грунтов земляного полотна и слоев дорожной одежды из 
слабосвязных материалов. 

В современной трактовке [10–12] критерий сопротивления сдвигу грунтов и дискретных 
материалов дается условием: 

тр
прпр КТТ ≤ , (1)

где тр
прК  – требуемое минимальное значение коэффициента прочности, определяемое с учетом 

заданного уровня надежности; T – расчетное активное напряжение сдвига (часть сдвигающего 

напряжения, непогашенная внутренним трением) в расчетной (наиболее опасной) точке 

конструкции от действующей временной нагрузки; прT  – предельная величина активного 
напряжения сдвига (в той же точке), превышение которой вызывает нарушение прочности на 
сдвиг. 

Предельная величина сопротивления сдвигу определяется по формуле [10–12]: 

стопсрдпр tg1,0 ϕ⋅⋅⋅+⋅= zkсТ N γ , (2)

где сN – сцепление в грунте земляного полотна (или в промежуточном песчаном слое), 
принимаемое с учетом повторности нагрузки, МПа; kд – коэффициент, учитывающий особенности 
работы конструкции на границе песчаного слоя с нижним слоем несущего основания; zоп – глубина 
расположения поверхности слоя, проверяемого на сдвигоустойчивость, относительно верха 
конструкции, см; γср – средневзвешенный удельный вес конструктивных слоев, расположенных 
выше проверяемого слоя, кг/см3; ϕст – расчетная величина угла внутреннего трения материала 
проверяемого слоя при статическом действии нагрузки. 

Активное напряжение сдвига представляет собой левую часть объединенного условия 
пластичности Кулона–Мора [13, 14], в котором специалисты дорожной отрасли учитывают влияние 
усталостных процессов на величину сцепления и угла внутреннего трения [11, 12]. В этом случае 
параметры предельной прямой Кулона–Мора являются функцией не только влажности, но и числа 
приложенных расчетных нагрузок. В нормативных документах [11, 12] эта функция задана 
таблично. Вследствие этого условие пластичности Кулона–Мора необходимо дать в виде: 

N
3131

2
tg

2cos
1 cN

N

=
σ+σ

⋅ϕ−
σ−σ

⋅
ϕ

, (3)
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где сN – сцепление в грунте земляного полотна, принимаемое по нормам [11, 12] с учетом 
количества повторных нагрузок, МПа; σ1 и σ3 – максимальное и минимальное главные 
напряжения, Па; ϕN – угол внутреннего трения, принимаемый по нормам [11, 12] с учетом 
количества повторных нагрузок, град. 

Экспериментальные данные, полученные на основе испытания грунтов трехосным сжатием, 
показывают, что при их хрупком разрушении условие Кулона–Мора достаточно точно описывает 
предельные напряжения. При пластическом разрушении предельное состояние по условию 
Кулона–Мора наступает при деформации образцов 15–20% [15, 16]. То есть при наступлении 
предельного состояния образца высотой 10 см смещение его поверхности составляет 1,5–2 см. 
Глубина неровностей, формирующихся на покрытии в продольном направлении, оценивается 
величиной просветов под трехметровой рейкой [17]. Предельные значения этих просветов 
составляют 6 мм [17]. Предельные значения глубин продольных неровностей, рекомендуемые 
разными авторами [3, 18, 19], не превышают 5 мм. Допускаемая глубина колеи составляет 4 мм 
для дорог I категории; 7 мм, 12 мм, 25 мм и 30 мм для дорог II, III, IV и V технической категории 
соответственно [20]. Предельная глубина колеи на дорогах I и II категории составляет 20 мм; 
35 мм на дорогах III, IV и V технической категории. Предельная глубина колеи, рассчитанная из 
условия обеспечения требуемого коэффициента сцепления колеса с мокрым покрытием, 
составляет 22 мм [21, 22]. Таким образом, к моменту наступления предельного состояния по 
условию Кулона–Мора пластические деформации грунтов земляного полотна превышают 
большинство предельных значений глубин продольных и поперечных неровностей покрытий 
автомобильных дорог. 

В связи с таким обстоятельством особую важность приобретает задача поиска условия 
пластичности, по которому предельное состояние наступает при деформациях меньших, чем по 
критерию Кулона–Мора. 

Одним из вариантов решения такой задачи может быть модификация оригинального 
условия Кулона–Мора, которую можно выполнить, используя схемы Р.Ф. Црайга [23] и 
Г.К. Арнольда [24]. 

Р.Ф. Црайг [23], применяя теорию Ренкина и условие Кулона–Мора для решения задачи 
предельного равновесия, показал, что альтернативой величине tan2 (π/4 − ϕ/2) является 
зависимость (1 − sinϕ) / (1 + sinϕ). Рассматривая трактовку Р.Ф. Црайга для активного 
ренкиновского состояния, можно записать условие Кулона–Мора и его предельное максимальное 
главное напряжение в виде формул: 

c=
ϕ+
ϕ−

⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

ϕ−
ϕ+

−σ
sin1
sin1

2
1σ

sin1
sin1

31 , 3п1 σ
sin1
sin1

sin1
sin12 ⋅

ϕ−
ϕ+

+
ϕ−
ϕ+

⋅⋅=σ c , (4)

где σ1П – предельное максимальное главное напряжение для принятого условия пластичности при 
заданном удерживающем напряжении σ3, МПа.  

Г.К. Арнольд [24], анализируя работу Р.Ф. Црайга, заметил, что экспериментальные 
значения минимальных главных напряжений, необходимые для возникновения предельного 
состояния грунта, не превышают величин, вычисленных из условия Кулона–Мора. Базируясь на 
экспериментальных данных, Г.К. Арнольд [24] модифицировал формулы Р.Ф. Црайга и получил 
зависимости для расчета предельной величины минимального главного напряжения. Преобразуя 
формулы Г.К. Арнольда для активного ренкиновского состояния, найдем условие пластичности и 
его предельное максимальное напряжение по формулам: 

с=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ⋅

ϕ−
ϕ+

−σ⋅ 31 sin1
sin1

2
1

. 3п1 sin1
sin12 σ⋅

ϕ−
ϕ+

+⋅=σ с . (5)

Сравнивая (4) и (5), несложно убедиться в том, что по условию Кулона–Мора (4) предельное 
состояние возникает при более высоких значениях максимального главного напряжения, чем по 
эмпирическому условию Г.К. Арнольда, и, наоборот, касательные напряжения по (5) выше, чем 
по (4). 

Отметим, что условия пластичности (3) и (4) получены расчетно-аналитическим путем [25]. 
Первая формула (5) получена из формул, рекомендованных Г.К. Арнольдом для расчета 
предельных значений минимальных главных напряжений для активного ренкиновского состояния. 
Эта формула реализует экспериментально-феноменологический подход, в котором основное 
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внимание уделяется экспериментальному изучению поведения реальных материалов под 
внешней нагрузкой при разрушении [25]. Несмотря на различие в подходах, применимы все эти 
формулы. 

Используя идею Г.К. Арнольда об эмпирической корректировке условия Кулона–Мора, 
формулы (5) можно представить в виде: 

c=
ϕ+
ϕ−

⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

ϕ−
ϕ+

−σ В31 sin1
sin1

2
1σ

sin1
sin1

, 3п1 σ
sin1
sin1

sin1
sin12 ⋅

ϕ−
ϕ+

+
ϕ−
ϕ+

⋅⋅=σ Вc , (6)

где В – параметр материала, определяемый на основе экспериментальных данных. 

Параметр материала В следует подбирать на основе анализа экспериментальной 
зависимости вертикальной деформации образца от главных напряжений. На этой зависимости 
определяется местоположение точки предельной деформации, например, εпр=8%, для которой 
определяется предельное максимальное напряжение σ1п при известном минимальном 
напряжении σ3. Подстановка установленных таким образом значений σ1п и σ3 в формулу (6) с ее 
последующим решением относительно В позволяет определить величину этого параметра. 

Другим вариантом решения задачи является модификация известных критериев прочности 
твердых тел и поиск среди модифицированных условий наиболее пригодного для определения 
предельных напряжений. Для этого необходимо найти взаимосвязь пределов прочности на 
одноосное сжатие и растяжение с параметрами условия Кулона–Мора и, используя найденные 
закономерности, модифицировать оригинальные критерии прочности. Уравнения 
модифицированных моделей нужно решить относительно предельной величины максимального 
главного напряжения, а вычисленные по ним предельные значения напряжений следует сравнить 
с экспериментальными данными, полученными при трехосных испытаниях. 

В рамках критерия Друкера–Прагера для сжатия и растяжения при возникновении 
напряженного состояния, характеризующегося условием σ1>σ2=σ3, прочность дискретного 
материала можно определить по формулам: 

ϕ−
ϕ⋅⋅

=
sin1

 cos2
с

cR , 
ϕ−3
ϕ⋅⋅

=
sin
cos6

р
cR , (7)

где Rc – прочность на ондоосное сжатие, МПа; Rр – прочность на ондоосное растяжение, МПа. 

Подстановка (7) в известные критерии позволяет их модифицировать таким образом, что 
пределы прочности на одноосное сжатие и растяжение будут заменены параметрами предельной 
прямой Кулона–Мора. Модифицированные таким образом условия пластичности приведены в 
таблице 15. Для примера рассмотрим модификацию критерия Мариотта. В оригинальном виде 
предельное состояние по этому критерию дают уравнением: 

( ) с321 R=+⋅− σσμσ  . (8)

Для напряженного состояния σ1>σ2=σ3 критерий примет вид: 

с31 2 R=⋅⋅− σμσ  . (9)

Подставив (7) в (9), получим: 

ϕ−
ϕ⋅⋅

=⋅⋅−
sin1

 cos22 31
cσμσ  . (10)

После преобразований (10) примет вид: 

( ) ( ) c=
ϕ⋅

ϕ−⋅⋅⋅−
 cos2

sin12 31 σμσ
 . (11)

В таблице 1, кроме модифицированных моделей, даны модели Кулона–Мора и Друкера–
Прагера (6), полученные на основе использования идеи Г.К. Арнольда. 

                                                      
5 Модификация условий пластичности выполнена автором совместно с Г.В. Долгих и А.С. Александровым. 
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Таблица 1. Оригинальные и модифицированные условия пластичности при σ2=σ3 
Наименование 

критерия 
Математическое выражение предельного состояния по критерию при σ1>σ2=σ3 

Оригинальное Модифицированное автором 

1 2 3 

1. Критерий 
Галилея [26] с1 R=σ  

( )
c=

ϕ⋅
ϕ−⋅σ

 cos2
sin11  

2. Критерий 
Мариотта [26] с31 μ2 R=σ⋅⋅−σ  

( ) ( )
c=

ϕ⋅
ϕ−⋅σ⋅⋅−σ

 cos2
sin1μ2 31  

3. Критерий 
Кулона–Сен-
Венана–Леви [26] 

cR1 =σ−σ 3

( ) ( )
c=

ϕ⋅
ϕ−⋅σ−σ 3

 cos2
sin11

 
4. Критерий 
Губера–Мизеса–
Генки [26] 

cR1 =σ−σ 3

( ) ( )
c=

ϕ⋅
ϕ−⋅σ−σ 3

 cos2
sin11

 

5. Модифици-
рованный 
критерий 
Бельтрами [26] 

( ) 2
31

2
3

2
1 412 cR=σ⋅σ⋅μ⋅−μ−⋅σ⋅+σ

 

( )
×

ϕ⋅
σ⋅σ⋅μ⋅−μ−⋅σ⋅+σ

2
31

2
3

2
1

cos4
412

 

( ) 22sin1 c=ϕ−×

6. Критерий 
Сдобырева [27, 28] cR=σ−σ 31 2

1
 

( ) ( )
c=

ϕ⋅
ϕ−⋅σ−σ⋅

 cos4
sin12 31

 
7. Критерий 
Писаренко–
Лебедева [28, 29] 

( )
cR=σ⋅

ϕ−3
ϕ−⋅

−σ 31 sin
sin13

 
( ) c=

ϕ⋅
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⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ⋅

ϕ−3
ϕ−⋅

−σ
 cos2

sin1
sin
sin13

31

8. Критерий Мора 
[26, 28] 

( )
pR=σ⋅

ϕ−3
ϕ−⋅

−σ 31 sin
sin13

 
( ) c=

ϕ⋅
ϕ−3

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

ϕ−3
ϕ−⋅

−σ
cos6
sinσ

sin
sin13

31

9. Критерий 
Кулона – Мора [13, 
14] 

c=
σ+σ

⋅ϕ−
σ−σ

⋅
ϕ 2

tg
2cos

1 3131  c=
ϕ+
ϕ−

⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

ϕ−
ϕ+

−σ В31 sin1
sin1

2
1σ

sin1
sin1

10. Оригинальный 
критерий Друкера–
Прагера [30] 

c=
σ+σ

⋅ϕ−
σ−σ

⋅
ϕ 2

tg
2cos

1 3131  c=
ϕ+
ϕ−

⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

ϕ−
ϕ+

−σ В31 sin1
sin1

2
1σ

sin1
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11. Оригинальная 
модель Cam Clay 
[31] 

0ln
э

0

э

31 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅
σ−σ

p
p

pM
 нет 

12. Критерий 
модифици-
рованной модели 
Cam Clay [32] 

( )
01

3
1

э

0
2
э

2
31 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+

σ−σ
⋅

p
pM

p
 нет 

Левая часть модифицированных условий пластичности представляет собой касательное 
напряжение, возникающее по этим условиям, а правая часть является прочностью, 
характеризуемой величиной сцепления. Для учета условий работы грунта земляного полотна 
необходимо заменить сцепление предельной величиной касательных напряжений, определяемой 
по формуле (2). Таким образом, прочностная характеристика во всех модифицированных 
условиях одинаковая, а касательные напряжения различны. Обоснование и выбор условия 
пластичности можно осуществить при помощи трехосных испытаний, сопоставляя предельное 
напряжение по условию с его экспериментальной величиной, при возникновении которой 
достигается предельная деформация. Для решения этой задачи необходимо обоснование 
предельных значений деформации образца при трехосных испытаниях грунтов. На данном этапе 
исследований выполнить такое обоснование затруднительно, так как требуется сопоставление 
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результатов различных экспериментов, например, напряжений и деформаций образца при 
трехосных испытаниях, давлений и осадок при штамповых испытаниях.  

На основании вышеизложенного автор предлагает иной путь решения задачи обеспечения 
сопротивления сдвигу грунтов земляного полотна. Условие сдвигоустойчивости грунтов земляного 
полотна можно представить критерием недопущения давлений, превышающих некоторое 
предельное значение, которое называют безопасным давлением [33]. Критерий обеспечения 
сдвигоустойчивости грунтов можно дать в виде: 

тр
прб Крр ≤ , (12)

где р – давление, передаваемое дорожной одеждой на земляное полотно, Па; рб – безопасное 
давление на грунт земляного полотна, вычисляемое из выбранного условия пластичности, Па. 

Такой критерий расчета по обеспечению сдвигоустойчивости применяется при расчете 
оснований насыпей.  

Первое решение задачи о величине безопасного давления выполнено Н.П. Пузыревским 
[34]. В основе решения лежит условие Кулона–Мора, в которое подставляются главные 
напряжения, рассчитываемые по выражению Митчелла [33], дополненному боковой равномерно 
распределенной пригрузкой и собственным весом грунта неустойчивой области [34, 35]. 
Определяемые таким образом главные напряжения подставляются в условие Кулона–Мора, из 
решения уравнения получают формулу для определения ординаты, ограничивающей 
неустойчивую область [35]. Далее, полагая, что максимальная глубина распространения зон 
неустойчивых областей в полупространстве образуется при определении угла видимости 
разностью половины числа пи и угла внутреннего трения, получают формулу: 

h
ctg

ctgchZp ⋅+
−+

⋅
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++= γπϕϕ

γπϕ
γ

2

max , (13)

где р – давление от нагрузки, равномерно распределенной по бесконечной полосе или в 
основании насыпи, Па; γ – вес грунта в пределах боковой пригрузки, Н/м3; h – толщина боковой 
пригрузки, м; Zmax – максимальная глубина распространения зон неустойчивых областей в 
полупространстве, м; ϕ и с – угол внутреннего трения и сцепления грунта, радиан и Па 
соответственно. 

При подстановке в (13) Zmax=0 это выражение примет вид формулы Н.П. Пузыревского 
[33, 34]. В.Н. Яромко модифицировал модель Н.П. Пузыревского для оценки коэффициента 
прочности дорожной одежды [36]. Оценивая применимость методов предельного равновесия к 
расчетам дорожных одежд, следует отметить, что все оригинальные решения являются 
приближением, так как базируются на представлении Митчелла. Суть этого приближения состоит 
в том, что формулы, описывающие затухание главных напряжений по глубине от нагрузки, 
равномерно распределенной по круглой площадке, заменяются представлением, используемым 
для определения напряжений от полосовой нагрузки. Поэтому автор данной статьи считает, что 
наряду с такими решениями возможен поиск нового, иного приближения. В этом направлении 
было выполнено несколько исследований [33, 37]. В этих работах для расчета напряжений 
используются решения, полученные для нагрузок, распределенных по круглой площадке. Так, в 
исследовании [37] авторы применили формулу И.И. Кандаурова, позволяющую рассчитывать 
вертикальное нормальное напряжение в зернистой среде. Для точки, лежащей на пересечении 
оси Z и линии, ограничивающей активную зону, получена формула для расчета критических 
давлений [37].  

За рубежом для определения допускаемых нагрузок на грунты земляного полотна и 
дискретные материалы дорожных одежд применяют теорию приспособляемости. Основанием для 
применения этой теории послужили данные М.Ф. Кента [38], согласно которым при испытании 
дорожных одежд в некоторых конструкциях наблюдалась стабилизация деформации. Р. Шарп [39] 
и И. Коллинз [40, 41] применили теорию приспособляемости к расчету дорожных конструкций. 
Суть этой теории состоит в том, что материалы обладают тремя уровнями приспособляемости 
(пределы упругой, эластической и пластической приспособляемости). По своей сути предел 
пластической приспособляемости близок к понятию безопасного давления. Безопасное давление 
ограничивает диапазон давлений, при которых материал работает в стадии уплотнения, не 
испытывая деформаций сдвига. Предел пластической приспособляемости ограничивает величину 
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напряжений, при возникновении которых материал испытывает некоторые пластические 
деформации, но по мере реализации повторных нагрузок эти деформации затухают и, в конечном 
итоге, становятся равными нулю, а в дальнейшем материал испытывает только обратимые 
деформации. 

Для решения задачи о безопасных давлениях на материалы дорожных конструкций 
рассмотрим возможность подстановки в условия пластичности главных напряжений, 
рассчитываемых по формулам [16], представленным в таблице 2. 

Таблица 2. Формулы для расчета максимального и минимального главных 
напряжений от нагрузки, распределенной по гибкому круглому штампу 

Максимальное главное 
напряжение ( )[ ] ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
−⋅= 5,1201

R1

11
Z

рσ  

Минимальное главное 
напряжение ( )[ ] ( )[ ] ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅
+

+

+
−

⋅+
⋅== 5,125,02032

R12

1

R1

1
2
21

ZZ
р μμσσ  

Примечание: р0 – давление от штампа, Па; R – радиус штампа, м; Z – расстояние (глубина) от поверхности 
до рассматриваемой точки, м; где μ – коэффициент Пуассона материала. 

Из анализа зависимостей таблицы 2 следует:  

1) минимальные главные напряжения на поверхности (Z = 0) имеют значения выше 
величин, при которых материал находится в состоянии компрессионного сжатия [33]; 

2) на некоторой глубине эти напряжения становятся отрицательными, то есть из 
сжимающих превращаются в растягивающие. 

Эти обстоятельства не соответствуют условиям работы дискретных материалов. При 
воздействии равномерно распределенной нагрузки непосредственно вблизи штампа имеет место 
компрессия (материал сжимается без возможности бокового расширения), а с увеличением 
глубины материал работает с некоторой возможностью бокового расширения. Так как 
минимальные главные напряжения затухают по глубине более интенсивно по сравнению с 
максимальными, то по мере удаления от поверхности степень бокового расширения 
увеличивается [42, 43]. Таким образом, в дискретных материалах реализуется трехосное сжатие, 
при котором σ1 и σ3 имеют одинаковый знак в любой точке. Это сдерживает применение формул 
таблицы 2 в решении задачи о безопасных давлениях, в связи с чем очевидна актуальность работ, 
направленных на поиск альтернативных решений. 

Одним из таких решений является выражение, полученное в работе [42], в соответствии с 
которым минимальное главное напряжение определяется по формуле: 

)1(1132 μσμασξασσ −⋅⋅=⋅⋅== , (14)

где ξ – коэффициент бокового давления; α – коэффициент, характеризующий степень бокового 
расширения. 

Из (14) следует, что введение дополнительного множителя, имеющего значение меньше 1, 
позволяет описывать работу материала с определенной возможностью бокового расширения. 
Применение (14) требует решения задачи об изменении величины α по глубине. В работе [37] 
авторам удалось связать коэффициент α с известным в механике грунтов коэффициентом 
бокового обжатия β и на основе выражения В.Г. Федоровского и С.Г. Безволева [43] для β 
получить формулы для расчета α. 

В соответствии с этим решением коэффициент α определяется по формуле: 

( )( )uсс К αααα −⋅−−= 21 , (15)

где αс – значение коэффициента α на поверхности (для равномерно распределенной нагрузки 
αс = 1, а для гибкого штампа αс ≈ 1); αu – значение коэффициента α на бесконечности, где условно 
реализуется одноосное сжатие; К – коэффициент затухания максимального главного напряжения 
по глубине в сечении, проходящем через ось симметрии нагрузки. 
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В том случае, если на бесконечности имеют место условия σ2 = σ3 = 0, ε2 = ε3 = −με1, а 
ε1 = σ1 / Е (Е – модуль деформации (упругости) материала), то αu = 0, а формула (15) принимает 
вид: 

211 К−−=α . (16)

Так как по оси симметрии нагрузки, распределенной по круглой площадке, направления 
главных напряжений совпадают с направлением осей z, x и y и имеют место равенства σ1 = σz, 
σ2=σх и σ3 = σу, то, используя формулы (14) и (16), можно модифицировать известные модели, 
предназначенные для расчета вертикальных напряжений. При этом максимальное главное 
напряжение определяется по формуле оригинальной модели, а минимальное главное напряжение 
рассчитывается по (14) с подстановкой вместо α уравнения (16). Модифицированные таким 
образом модели расчета главных напряжений приведены в работе [44]. 

После дополнения этих моделей объемными силами от веса дорожной одежды и грунта, 
расположенного в пределах неустойчивой области, напряжения можно определить по формулам: 

maxi

n

i
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=
∑ 1

1
11 , (17)
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⎠

⎞
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⎝

⎛
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−
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=
32 ∑ 2
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1 11
1

KmaxZhKp i

n

i
iiμ

μ
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где К1 – коэффициент затухания максимального главного напряжения по глубине в сечении, 
расположенном на оси симметрии нагрузки, которая распределена по круглой площадке, и 
определяемый по индивидуальной для каждой модели формуле [44].

 Подставив (17) и (18) в условия пластичности таблицы 1 и решив эти условия относительно 
р, получим формулы для определения величины безопасного давления для каждого критерия 
таблицы 1.  

Эти формулы представлены в таблице 3. 

Таблица 3. Формулы для расчета безопасных давлений для различных 
модифицированных условий пластичности 
Наименова-
ние критерия 

Полученное выражение 
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Наименова-
ние критерия 

Полученное выражение 
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Для обоснованного выбора формулы определения безопасного давления автором 
совместно с Г.В. Долгих выполнены штамповые испытания на вновь построенном земляном 
полотне автомобильной дороги Петровка–Калиновка в Омской области. В состав установки 
входят: жесткий круглый штамп, диаметром 37 см; реперная балка, к которой крепятся два 
индикатора часового типа ИЧ-100, фиксирующих осадку штампа; гидравлический домкрат с 
нагрузкой 5 т и ДОСМ, снабженный индикатором для определения усилия, сообщаемого штампом. 
Фрагмент штамповых испытаний представлен на рисунке 1. 

Необходимость таких испытаний состоит в том, что безопасные давления, определяемые по 
формулам таблицы 3, представляют собой величину давления, при котором в наиболее опасной 
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точке земляного полотна возникает 
предельное состояние для условия 
пластичности, положенного в основу 
вывода формулы. В этом случае 
каждому условию пластичности 
соответствует свое индивидуальное 
значение безопасного давления. Цель 
штамповых испытаний заключалось в 
определении экспериментальной 
величины безопасного давления и 
оценке ее соответствия значениям, 
вычисляемым по формулам 
таблицы 3. В качестве критерия 
определения экспериментальной 
величины безопасного давления 
рассматривалось два условия.  

 
Рисунок 1. Общий вид устройства нагружения 

В первом случае под безопасным давлением понималось давление, при котором 
наблюдается переход от линейных осадок (стадия уплотнения) к нелинейным деформациям 
(стадия сдвигов). При таких давлениях осадки штампа составляли 3–4 мм. Для допускаемой 
глубины колеи и предельных значений продольных неровностей дорог I–II технической категории 
это достаточно большие осадки. Поэтому в качестве второго критерия определения 
экспериментальной величины безопасного давления принималось условие достижения осадкой 
некоторой предельной величины. В качестве этой предельной осадки принята половина 
допускаемой глубины колеи для дорог I–II технической категории, то есть S=2 мм. Таким образом, 
по завершению экспериментов имелось два значения безопасного давления. Наименьшая 
величина этого давления рекомендуется для дорог I–II технической категории, а наибольшая – III–
IV технической категории. 

Таблица 4. Результаты расчета и экспериментального определения безопасных 
давлений  

№ 
испыта
ния 

Параметры грунта Безопасные давления, МПА 

с, МПа ϕ, град. 
Экспериментальные значения Результаты расчета по формуле 

При S=2мм Для начала 
стадии сдвигов 

Табл. 3 (критерий 
Писаренко-Лебедева) 

Работы 
[33] 

1 0,022 29 0,098 0,140 0,083 0,133 
2 0,024 27 0,102 0,140 0,089 0,138 
3 0,020 29 0,086 0,125 0,076 0,121 
4 0,025 26 0,091 0,140 0,091 0,140 
5 0,020 26 0,078 0,124 0,073 0,112 
6 0,021 25 0,082 0,125 0,076 0,115 

В ходе экспериментов нагрузку прикладывали ступенями. Каждую ступень нагрузки 
выдерживали до условной стабилизации осадки. В качестве меры условной стабилизации принята 
скорость осадки, которая не должна превышать 0,01 мм/мин для каждого индикатора, 
измеряющего вертикальное смещение штампа. Испытания проводили до появления устойчивой 
нелинейной зависимости осадки от давления. В таблице 4 приведены экспериментальные 
безопасные давления, а также результаты расчета безопасных давлений по формуле, 
опубликованной в работе [33], а также по выражению таблицы 3, полученному на основе 
модифицированного условия Писаренко-Лебедева. 

Выводы 
1. Из представленных материалов следует, что наряду с условием (1) можно предложить 

принципиально новый критерий расчета дорожных одежд. В соответствии с этим критерием 
давление, передаваемое конструкцией на земляное полотно, не должно превышать безопасной 
величины, определяемой по одной из формул таблицы 3. 

2. Формулы таблицы 3 позволяют определять безопасные давления для различных условий 
пластичности от нагрузки, распределенной по площади круглого гибкого штампа. Такое решение 
дано впервые. 
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3. Анализ результатов штамповых испытаний показал, что для определения безопасных 
давлений наиболее пригодны формулы, полученные из модифицированных моделей Писаренко–
Лебедева (таблица 3) и Арнольда (опубликована в работе [33]). Формулу для расчета безопасных 
давлений по модифицированному условию Писаренко–Лебедева можно рекомендовать для 
проектирования дорожных одежд дорог I и II технической категории. Формула, полученная 
автором совместно с А.С. Александровым и Г.В. Долгих и опубликованная в работе [33], приводит 
к несколько более высоким значениям безопасного давления. Следовательно, эту формулу можно 
рекомендовать для расчета дорожных одежд дорог III и IV категории. 
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При расчете зданий и сооружений учитывается совместная работа этих объектов и 
грунтового основания [1, 2, 3]. Игнорирование этого учета приводит к весьма искаженным 
результатам при вычислении усилий в надземной части сооружений, а также не позволяет 
правильно оценить их перемещения. 

Для сооружений башенного типа на свайных фундаментах расчеты выполняются на 
совместное действие вертикальной и горизонтальной сил и момента. Результаты расчетных и 
экспериментальных исследований, посвященных совместному действию указанных усилий на 
сваи и свайные фундаменты сооружений при статических нагрузках, приведены в работах 
отечественных и иностранных авторов [4–14], при динамических нагрузках – в работах [15–19]. 
При расчете башен одной из существенно влияющих на работу объекта динамических нагрузок 
является ветровая, оказывающая также пульсационное и резонансное вихревое действие. 
Воздействие ветра на сооружения определяется по методикам, приведенным в работах [20–23].  

При расчетах стержневых конструкций на свайных фундаментах последние зачастую 
моделируются жесткой заделкой, при которой отсутствуют все компоненты перемещений в 
сопряжении стержневых элементов с основанием, или же в расчетной модели допускается только 
вертикальное перемещение сваи, а остальные возможные компоненты перемещений 
игнорируются. Кроме того, расчет осложнен наличием свайного ростверка малой жесткости, учет 
податливости которого также может быть существенен. 

При расчете таких сооружений, как башни для размещения оборудования мобильной связи 
или радиосвязи, моделируемых стержневыми элементами, учет податливости основания не 
сказывается на величине изгибающих моментов и поперечных сил при действии статической 
нагрузки. При действии динамической нагрузки (сейсмики, пульсационной составляющей ветровой 
нагрузки и резонансном вихревом возбуждении) податливость фундамента и основания 
сказывается на величине самой нагрузки и, соответственно, на усилиях в элементах башни. 
Значительная часть таких сооружений выполняется на фундаментах с винтовыми сваями.  

В связи с этим авторами статьи поставлена научная задача – выполнить расчетно-
теоретические исследования и проанализировать работу сооружений башенного типа при 
динамических нагрузках с учетом податливости свайных фундаментов и основания в зависимости 
от конструктивных параметров свай. Учет указанных факторов составляет научную новизну 
выполненного исследования.  

Для более обоснованного расчета таких сооружений, как башни, следует учитывать 
совместную работу конструкций самого сооружения, свайного фундамента и грунтового 
основания, для чего необходимо определять податливость (жесткость) свай в вертикальном и 
горизонтальном направлениях. 

Согласно приложению 4 СНиП 2.02.03-85 [2] податливость отдельной сваи с уширением 
(винтовой сваи) в вертикальном направлении может быть определена по формуле: 

0, 22 /( ) /( )2S G d l EAb= + , (1)
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где 2G  – модуль сдвига грунта; db  – диаметр уширения сваи; , ,l E A – соответственно длина, 
модуль упругости и площадь сечения ствола сваи, а жесткость – по формуле: 

1/i S= . (2)

Податливость сваи без уширения в вертикальном направлении также может быть 
определена в соответствии с формулами приложения 4 [2]. При выполнении расчетов с 
использованием проектно-вычислительного комплекса SCAD моделирование работы свай в 
вертикальном направлении может быть выполнено с использованием специального элемента 
конечной жесткости (элемента №51 в SCAD). 

В соответствии с приложением 1 [2] перемещение верха сваи в горизонтальном 
направлении 0u и угол поворота 0ψ  (в предположении совпадения отметки головы сваи с уровнем 
поверхности грунта) могут быть определены по формулам: 

,0 0 0Mhh hmu H ε ε+=  (3)

,0 0 0Mmh mmHψ ε ε+=
 (4)

где hhε  и hmε  − соответственно горизонтальные перемещения от горизонтальной силы 0H
 
= 1 и 

момента 0M  = 1; mhε  и mmε  − соответственно углы поворота от силы 0H
 
= 1 и момента 0M  = 1.  

Перемещения hhε , hmε , mhε  и mmε  вычисляются по формулам: 

3/( ),0A Elhhε αε=  (5)

2/( ),0B Elhm mhε ε αε= =
 

(6)

/( ),0C Elmmε αε=
 (7)

в которых El  − жесткость ствола сваи при изгибе; 0 0 0, , ,A B Cεα  − коэффициенты, определяемые 
по таблицам и формулам приложения 1 [2]. 

При использовании комплекса SCAD моделирование податливости в горизонтальном 
направлении и угла поворота с использованием элементов №51 не представляется возможным, 
так как неизвестно соотношение между 0H  и 0M . 

Однако можно осуществить моделирование работы свай в горизонтальном направлении 
(учитывающее отпор грунта) посредством использования эквивалентных стержневых элементов, 
например, консольных стержней, единичные перемещения и углы поворота которых выражаются с 
помощью обычных формул сопротивления материалов: 

3 / 3 ,l Bhhε =  (8)

2 / 2 ,l Bhmε =
 

(9)

/ .l Bmmε =
 (10)

В системе уравнений (8)–(10) перемещения hhε , hmε , mmε  от единичных сил и моментов 

определяются по формулам (5)–(7) , а длина консольных стержней l и изгибная жесткость B  
являются неизвестными. Такая система из трех уравнений с двумя неизвестными является 
«переопределенной». Ее решение возможно лишь с некоторой погрешностью, которая, будучи 
разнесенной по всем трем уравнениям, мало влияет на окончательные результаты. 
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В рамках комплекса SCAD жесткостные характеристики консольных стержней могут быть 
назначены с помощью численного описания. При этом продольная жесткость EA определяется в 
соответствии с формулой (2) независимо от решения системы (8)–(10).  

Моделирование податливости свай в горизонтальном направлении и угла поворота можно 
осуществить и другим способом. В соответствии с приложением В СП 24.13330.2011 [3] 
допускается применение программ, описывающих механическое взаимодействие балок (свай) и 
упругого основания. При этом грунт можно рассматривать как упругую среду, характеризуемую 
коэффициентом постели zC   

/ ,z cC Kz γ=
 (11)

где K – коэффициент, зависящий от вида грунта, окружающего сваю, и принимаемый по таблице 
В.1 [3]; z  – глубина расположения сечения сваи в грунте; cγ  – коэффициент условий работы (для 

отдельно стоящей сваи cγ  = 3).  

При использовании комплекса SCAD целесообразно разделить сваи на несколько участков 
по высоте, назначая zC  для середины участков посредством опции «назначение коэффициентов 
упругого основания». При этом податливость в вертикальном направлении также можно 
моделировать посредством элементов №51, определяя жесткость по формуле (2). 

Следует отметить, что результаты расчетов, полученные двумя способами, достаточно 
близки.  

Предложенный подход был реализован при выполнении расчетов строительных 
конструкций башни, предназначенной для размещения антенн радиоэлектронного оборудования 
мобильной связи и расположенной в Володарском районе Нижегородской области. Расчеты 
выполнены в рамках проведения комплексного инженерно-диагностического обследования 
технического состояния сооружения. 

Геометрические размеры башни приняты по чертежам ООО «АРТГОРОДЕЦ». Высота 
башни составляет около 47 м. Ствол башни выполнен из круглых электросварных труб по 
ГОСТ 10704-91. Наружный диаметр труб изменяется ступенчато от 1420 мм в нижней части башни 
до 325 мм в верхней части, а толщина стенки – соответственно от 12 до 8 мм.  

Диаметр, количество и расстановка винтовых свай, а также характеристики грунтов, 
необходимые для расчета системы «башня – свайный фундамент – грунтовое основание» 
приняты по проектной документации ООО «Сириус». Конструкция свайного ростверка принята по 
проекту ООО «ПКФ «Стройреконструкция».  

В соответствии с проектом свайный фундамент с низким ростверком состоит из шести свай, 
расположенных в вершинах вписанного в окружность радиусом 2,5 м правильного 
шестиугольника, и одной сваи в центре окружности. Для свай, имеющих достаточно большой 
диаметр (в данном случае 530 мм) и работающих в составе куста, в целях учета их 
взаимодействия коэффициент К в формуле (11) умножается на коэффициент αi, определяемый по 
формуле (В.5) [3]. 

Расчеты строительных конструкций башни при действии ветровых нагрузок выполнены в 
соответствии с СП 20.13330.2011 «Нагрузки и воздействия» [20] с учетом статической и 
динамической составляющих и резонансного вихревого возбуждения (резонансных колебаний в 
поперечном направлении). 

Серия расчетов осуществлена с использованием проектно-вычислительного комплекса 
SCAD. Конструктивные элементы ствола самой башни и свайного ростверка моделировались 
стержневыми конечными элементами с соответствующими длиной и размерами поперечного 
сечения. 

В результате расчета башни с приведенными выше характеристиками установлено, что при 
резонансном вихревом возбуждении прочность ствола башни может быть не обеспечена, 
вследствие чего было предложено установить гасители колебаний. 
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Заключение  
На основании выполненных расчетных исследований и их анализа получены научные 

закономерности относительно учета влияния податливости свайного фундамента и основания, 
сформулированные в следующих выводах.  

1. Для винтовых свай (свай с уширением) наиболее существенное влияние на результаты 
расчета оказывает диаметр уширения (диаметр лопасти). Так, при увеличении диаметра 
уширения с 350 мм до 650 мм период собственных колебаний по первой форме уменьшается 
примерно на 13%, максимальное горизонтальное перемещение башни – на 20%, относительная 
разность осадок свайного ростверка – на 35%. Влияние на изгибающие моменты в поперечных 
сечениях башни менее значительно; например, максимальный момент от пульсационной 
составляющей ветровой нагрузки уменьшается лишь на 3,5%.  

2. Влияние изменения диаметра ствола винтовых свай или их длины сказывается на 
величине перечисленных выше параметров расчета в значительно меньшей степени, что 
неудивительно, так как эти характеристики винтовых свай не входят в первую часть формулы (1) 
для определения их вертикальной податливости.  

3. Для забивных свай (свай без уширения) влияние изменения диаметра ствола более 
существенно, чем для винтовых. Так, например, при увеличении диаметра свай с 219 мм до 
530 мм наибольшее горизонтальное перемещение башни снижается приблизительно на 10–12%.  

4. Влияние податливости свай в вертикальном направлении намного более существенно, 
чем влияние податливости в горизонтальном направлении как для свай с уширением, так и без 
уширения. 

5. Учет влияния податливости свай является весьма существенным. Так, если не учитывать 
податливость и считать башню жестко защемленной в основании, то в результате расчета период 
собственных колебаний и максимальное перемещение башни оказываются на 25% меньше, чем 
даже при весьма жестких сваях, но при учете их податливости. 

Приведенную выше методику расчетов предлагается использовать для диагностики 
состояния конструкций сооружений подобного типа и обоснованного определения диагностических 
признаков, связанных с проведением поверочных расчетов. 
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В связи с изменением климатических условий, а также из-за хозяйственной деятельности 

на водосборе в Российской Федерации увеличивается площадь территорий, подвергающихся 
регулярному затоплению. На них расположено более трехсот городов, десятки тысяч малых 
населенных пунктов. При этом на затапливаемых территориях имеет место просадка и 
деформация оснований зданий и может произойти их полное или частичное разрушение [1, 2]. 

Одним из широко используемых методов инженерной защиты от затопления являются 
дамбы обвалования затапливаемые и незатапливаемые. За период с 2008 по– 2011 гг. было 
построено более 400 км дамб обвалования; планируется строительство еще 2000 км, что с 
учетом нескольких десятков тысяч километров уже существующих дамб позволяет отнести их к 
самым распространенным и протяженным гидротехническим сооружениям [1, 3, 4].  

В настоящее время известны разработанные под руководством проф. Н.В. Арефьева 
методы оптимизации инженерной защиты земель от затопления и подтопления с помощью 
грунтовых дамб обвалования. Эти методы основаны на современных подходах к оценке 
эффективности проектов, которые позволяют определять оптимальное размещение и параметры 
данных сооружений с использованием геоинформационных систем и анализа предотвращаемых 
ущербов [5]. 

Однако снижение объемов эксплуатационных и профилактических мероприятий, 
нарушение режима использования водных объектов, изменение их гидрологических режимов, а 
также просадка неоднородных и зачастую слабых грунтов оснований протяженных дамб 
обвалования, существующих линейно, привело к значительному ухудшению их технического 
состояния. Кроме того, строительство новых грунтовых дамб обвалования и реконструкция 
традиционных приводит к уменьшению полезных площадей (особенно на слабых биогенных 
грунтах и в условиях стесненной застройки). Возникает необходимость усиления основания 
сооружений с использованием тяжелой строительной техники, что ведет к значительным 
экономическим затратам и нарушению современных требований к экологической инфраструктуре 
[6, 7]. 

В данных условиях использование биопозитивных конструкций из композитных 
материалов, обладающих таким качеством как мобильность и позволяющих обеспечивать 
ремонт существующих дамб обвалования, увеличение их высоты, а также локальную защиту 
зданий в периоды половодий и паводков, является актуальным [7]. 

Мобильные гидротехнические сооружения из композитных материалов – это конструкции, 
состоящие из замкнутых и незамкнутых оболочек (или их сочетаний), выполняемых из 
высокопрочных композитных материалов (например, резинотканевых, резинокордовых и более 
современных поливинилхлоридных с основой из арамида и кевлара и т. п.), воспринимающих 
нагрузки при воздействии воды или грунта. В зависимости от протяженности наполнение дамбы 
при высоте 0,4 м и длине 5 м составляет 3 минуты, а при высоте 3 м и длине 60 м – 180 минут, 
что особенно важно при возведении дамбы в условиях чрезвычайной ситуации [8–10]. 

Опыт возведения данных сооружений в нашей стране пока незначителен, поэтому 
необходимо обобщить имеющиеся расчетные положения, разработать методы их 
проектирования и создать новые технические решения [3, 10]. 
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В отечественной практике строительства использовались в основном однослойные и 
двухслойные материалы, обеспечивающие создание напора до 2,5…3 м. Оболочки из данных 
материалов относятся к тонким, т. е. отношения толщины оболочки h  к наименьшему радиусу 
кривизны R  их срединной поверхности не превышает 0,05 [11–13]. 

Данные оболочки являются безмоментными при соблюдении следующих критериев, 
предложенных отечественными учеными: 

• профессором В.Э. Магула [14]:  

)015.0(003.0
)1()41(

2

22

2
≤<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅

−⋅⋅+ l
h

p
E

f
f

ν
, (1)

где E  – модуль Юнга; ν  – коэффициент Пуассона; h  – толщина оболочки; l  – пролет оболочки 
в плоскости изгиба; /f F l= – относительная стрела прогиба оболочки от нагрузки F ; 

• М.Б. Розенталем [12] – при следующем соотношении растягивающего напряжения
 рσ  и 

изгибающего напряжения иσ  

р и12, 3σ ≥ σ ; (2)

• профессором В.А. Волосухиным [13] для однослойных и двухслойных оболочек 
критерий был определен как:  
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p
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где 
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E hD ⋅
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E h
C =

−ν
– соответственно цилиндрическая жесткость оболочки на 

изгиб и растяжение, Н, м; L  – характерный линейный размер (периметр в поперечном сечении) 
оболочки, м. 

Также по характеристикам выделяют ткани мягкие и гибкие. Для мягких оболочек должны 
выполняться критерии безопасности изгибов и легкости образования складок [3, 14]. 

Критерий безопасности изгибов оболочки можно определить по следующей 
зависимости [14]: 

( )[ ]
( )2

и

2 2
1

E R
h

≤ ⋅ ≤
− ν σ

, (4)

где [ ]иσ  – допустимое напряжение в эластичных слоях при изгибе. 

Критерий легкости образования складок [11]: 

( )[ ]
( )

2

2
р

2
1

Eh l
hN

⎛ ⎞
≤ ≤⎜ ⎟− ν ⎝ ⎠

, (5)

где [ ]рN  – допустимые погонные усилия для материала оболочки. 

Для гибких оболочек все приведенные выше критерии безмоментности (1)–(3) 
соблюдаются. Основным отличием гибких оболочек от мягких является способность сохранять 
форму при снятии нагрузки, а также для них не выполняются критерии безопасности изгибов (4) 
легкости складкообразования (5). 

Одними из самых важных характеристик материалов данных оболочек являются модуль 
Юнга Е и толщина h . 

В связи с этим для определения гидравлических условий работы водоподпорных оболочек 
необходим их предварительный статический расчет, который приведен ниже. 
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Сложность статического расчета мягких оболочек для гидротехнических конструкций 
состоит в том, что зависимости, описывающие гидродинамические нагрузки и функции, 
отражающие форму поверхности оболочки и ее напряженно-деформированное состояние, 
взаимосвязаны неявно. В связи с этим Б.И. Сергеевым было предложено аппроксимировать 
нагрузку на мягкую оболочку системой линейных функций на расчетных участках, что позволяет с 
удовлетворительной точностью определить ее форму [8].  

Так как для безмоментной оболочки растягивающие усилия значительно выше 
сдвигающих, ими можно пренебречь (как и весом оболочки), тогда линейную зависимость 
отношения давления на i-м участке  к нормальному погонному усилию  можно представить 
в следующем виде: 

2i
i i

p a z b
N

= + , (6)

где  и  – коэффициенты нагрузки на i-м участке, которые определяются в зависимости от 
сочетания нагрузок и разности внутреннего и внешнего давления; z – ордината. 

Рассмотрим аналитический метод расчета оболочки. Данный метод основан на 
определении поперечного очертания оболочки с помощью эластиков Эйлера, которые в системе 

координат Oξ η записываются в виде функции от двух параметров ψ  и 2k [3]:  

2 21 1 sinkξ = − − ψ ; ( ) ( ) ( )2, 1 0,5 ,E k k F kη = ψ − − ψ , (7)

где 
z
f

ξ = ; x
f

η = ; 2ϕ = ψ ; f  – расстояние наиболее удаленной точки упругой линии от 

свободной поверхности жидкости (плоскости гидростатического напора); ( ),F kψ  – нормальный 

эллиптический интеграл Лежандра первого рода (неполный); ( ),E kψ  – нормальный 
эллиптический интеграл Лежандра второго рода (неполный); 

( )2

min
max

4 1
2

ib b a C
z

a
− ± − +

= . (8)

Используя формулы (8) и (7), получаем следующее выражение: 

( )2
1

( )4 cos 2 p zb a C az b
N

− + ϕ = + = . (9)

Следовательно, 

( ) ( )2
14 cosp z N b a C= − + ϕ . (10)

Производим интегрирование выражения (10): 

max

min 0 0

( ) sin cos 2
z

z

p z dz N d N N
π π

= ϕ ϕ = − ϕ =∫ ∫ ∫ . 

Тогда погонное натяжение можно определить как  

( )
max

min

1
2

z
N p z dz

z
= ∫ . 

Расчет проводится для каждого i -го участка. Также с учетом начальных условий 
определяют постоянные интегрирования Сi. Последующая постоянная интегрирования  
определяется абсциссой точки предыдущего участка [8]. 

ip N

ia ib

1iC +
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С учетом 0z =  и 0ϕ = ϕ  в начале координат имеем 0cosiC = ϕm . Тогда для двух 
соседних участков соблюдается условие [3]: 

2

2

cos

cos
i i i i

i i i i

a z b z C

a z b z C

⎧ ± = − ϕ⎪
⎨

± ± = ϕ⎪⎩

m m

m
. 

Постоянная интегрирования для последующего участка окончательно определяется по 
зависимости: 

( ) ( )2
1 1 1i i i i i iC C a a z b b z+ + += ± ±m m , (11)

где z  – граничные точки i-х участков. 

По аналогии записывается уравнение для двух соседних участков кривой. Существует 
более простой метод автоматизированного расчета [3]. 

Определяется погонное усилие для i-го участка оболочки через шаг izΔ  по ее высоте z : 

0
21

2 4

i
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i i
i

p z
N g z

⋅ Δ
= + ⋅ρ ⋅ ⋅ Δ

∑
∑ , (12)

где ρ  – плотность воды, кг/м3. 

Рассчитываются коэффициенты нагрузки по зависимостям: 

2i
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N

−ρ⋅
=

⋅
; 0

i
i
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N

= , 

где 0p  – внутреннее давление в оболочке. 

Затем в соответствии с формулами (6) и (12) определяем радиус на каждом i-м участке по 
следующей формуле: 

1
2i

i i
i

R
a z b

=
⋅ ⋅ Δ +∑

. (13)

На рис. 1 представлены зависимости очертания мягкой оболочки от внутреннего давления

0p , построенного по зависимостям (12) и (13) [3].  

 

Рисунок 1. Изменение напряженно-деформированного состояния мягкой оболочки  
с раскройным диаметром L = 0,942 м  

в зависимости от внутреннего избыточного давления в оболочке p0  
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Наиболее важный вопрос – это обеспечение устойчивости мягкой оболочки под действием 
внешней нагрузки гидростатического давления (рис. 2).  

Теоретические исследования по величине прилегания оболочки к основанию B на основе 
аналитического метода по зависимостям (7)–(10) были проведены Намиасом в 1985 г. и 
усовершенствованы английскими учеными Плаутом и Сухерманом в 1997 г. [17–21]. Схема 
дамбы показана на рис. 2. При этом учитывалось, что оболочка устанавливается на жестком 
горизонтальном основании, она нерастяжимая, невесомая и наполняется несжимаемой 
жидкостью.  

 

Рисунок 2. Расчетная схема водонаполняемой дамбы под действием гидростатического и 
фильтрационного давления  

Введем обозначения: W – ширина водонаполняемой оболочки; L  – периметр оболочки, 
тогда относительные прилегание оболочки к основанию и ее ширину можно представить как  

Bb
L

= , (14)

Ww
L

= . (15)

Величины относительной ширины прилегания к основанию b  и ширины оболочки w  
определяются в работе Плаута и Сухермана [17] в зависимости от модуля эллиптического 
интеграла k, который находят по следующей зависимости: 

дн

2 Nk
p

= , (16)

где днp  – относительное давление оболочки дамбы на основание. 

Тогда относительные длина (14) и прилегание оболочки (15) c учетом зависимости (16) 
определяются по формулам: 

( )1 2b k N K k= − , (17)

где ( )K k – полный нормальный эллиптический интеграл Лежандра первого рода, 

2

дн2 , 1 ,
4 2 4

kw b E k F k p
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

π π
. (18)

Для практических расчетов приближенных значений зависимости (16)–(18) были упрощены 
Плаутом и Cухерманом для различных диапазонов относительного давления днp :  
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2
2 2 3 3
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2 3 3
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k
p p p

≅ − +
π π π

 (при дн 0,35p > ), (19)

2

дн

11 16exp 2k
p

⎡ ⎤
≅ − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
  (при дн 0,35p ≤ ). (20)

Тогда с учетом уравнений (19) и (20) зависимости для расчета длины и прилегания 
оболочки без использования эллиптических интегралов представлены в следующем виде [17]:  

2
4 69 2251 1

4 64 2304
kb k t k k⎛ ⎞

≅ − π + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (21)

2 4
2

дн
1 32 (12 ) (12 )
2 16 64

k kw p k ⎡ ⎤
≅ + − π + − π⎢ ⎥

⎣ ⎦
. (22)

В 2003 г. Мееок Ким на основе формул (21) и (22) произвел корректировку и получил 
зависимость [22]: 

2 4
2

дн
1 32 (12 ) (12 )
2 16 64

k kw p k ⎡ ⎤
≅ + − π + − π⎢ ⎥

⎣ ⎦
. (23)

Нами были проведены расчеты относительной ширины прилегания оболочки при 
различных значениях относительного давления дн /p Lγ  в диапазоне от 0 до 2,2 и высоты 
оболочки от 1 до 4 м с использованием всех приведенных выше методов расчета и зависимостей 
(6)–(23). Нами были построены следующие зависимости относительной ширины w, 
относительного прилегания оболочки к основанию b, а также отношения между прилеганием и 
шириной от относительного давления на основании дамбы (рис. 3–5) [10].  

Из графиков зависимостей (рис. 3–5) можно сделать вывод, что начиная с относительного 
давления 0,9 все зависимости в пределах допустимых погрешностей дают сходные результаты 
за исключением зависимости относительной ширины от относительного давления по формуле 
Плаута и Сухермана (20) (рис. 3). В связи с этим с приемлемой погрешностью можно применять 
при расчете безмоментных водонаполняемых оболочек графические и аналитические методы, а 
также зависимость, полученную Мееок Ким (23). 

Однако устойчивость такой оболочки (рис. 2) незначительна, и требуется большая ширина 
дамбы при небольшом создаваемом напоре, также может наблюдаться эффект «скручивания» 
оболочки при ее значительной длине.  

 

Рисунок 3. График относительной ширины оболочки в зависимости от относительного 
давления на основание 

56



STRUCTURES Magazine of Civil Engineering, №4, 2013
 

Кашарин Д.В., Тхай Тьи Тхи Ким. Повышение устойчивости оснований мобильных дамб для инженерной 
защиты зданий от затопления 

 
Рисунок 4. График отношения прилегания к ширине оболочки в зависимости от 

относительного давления на основание 

 
Рисунок 5. График относительного прилегания оболочки в зависимости от относительного 

давления на основание 

Рассмотрим устойчивость мобильной дамбы (рис. 2) на сдвиг и опрокидывание при глубине 
в верхнем бьефе, равной высоте оболочки в.б. вh Р= . 

Данное условие получается из анализа моментов удерживающих сил RM  и 

опрокидывающих сил опрM . Определяем момент сил сопротивления и момент опрокидывания 
по формулам соответственно: 

в б 2. .

4R
g hМ Вρ ⋅ ⋅

= , (24)

3
в.б

опр
.

6
ghМ ρ

= . (25)

Ширина оболочки, прилегающей к основанию, определяется исходя из следующего 
условия [3]: 
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опр

>  R
n

M
M

γ , (26)

где nγ  – коэффициент надежности по степени ответственности сооружения, принимаемый 

1,1=nγ  для сооружений IV класса. 

Тогда для обеспечения устойчивости сооружения, как следует из уравнений (24)–(26), 
необходимо выполнение следующего условия: 

в.б. > 1,168В h⋅  

Данный показатель превышает относительную ширину, определяемую по приведенным 
выше зависимостям. 

Условия устойчивости на сдвиг в рассматриваемом случае определяются в соответствии 
со следующим условием: 

( )фR f G W= ⋅ − ,
 

где G  – вес водонаполняемой оболочки ( G gSl= ρ , где S  – площадь поперечного сечения 

водонаполняемой оболочки; l  – длина водоподпорной оболочки; фW  – сила фильтрационного 

давления: 

ф в.б.
1
2

W gBlh= ρ . 

Сдвигающая сила определяется по следующему выражению: 

2
в.б.

1
2

F glh= ρ . 

Тогда условия устойчивости определяем по следующей зависимости: 

2
в.б. в.б.

2R S Bf
F h h

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (27)

В настоящее время нами разработана система мобильных гибких дамб (проводится 
экспертиза по существу заявки на изобретение), обеспечивающая прилегание основания 
мобильных дамб к грунту основания без предварительной его подготовки за счет гибкого 
флютбета с системой анкеров и уплотнений, обеспечивающих устойчивость дамбы на сдвиг. 

Для обеспечения устойчивости дамбы к скручиванию предусматривается использование 
многооболочковой дамбы из неоднородного по периметру композитного материала. В этом 
случае более перспективно для расчета данных конструкций использовать дискретные методы. 

Выводы  
1. В результате теоретического анализа существующих расчетных положений определены 

методы для расчета условий работы и ширины прилегания безмоментной водонаполняемой 
оболочки к горизонтальной плоскости при относительном давлении дн /p Lγ  менее 0,22. 

2. Авторами обоснованы условия (27) для определения допустимой ширины прилегания 
мягкой безмоментной оболочки в зависимости от внешних воздействий и величины 
коэффициента трения оболочки о грунт основания. 

3. Обоснованы требования к созданию новых биопозитивных конструкций мобильной 
гибкой дамбы, возводимой без применения тяжелой строительной техники для защиты зданий от 
затопления в чрезвычайных ситуациях, в том числе на слабых биогенных грунтах.  
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Сегодня одним из важнейших направлений энергетической политики России является 

переход от традиционной модели развития единой энергетической системы с преобладанием 
крупных источников генерации к согласованной работе объектов большой и малой 
гидроэнергетики в регионах РФ [1]. В рамках указанного направления энергетической политики 
актуальной задачей является разработка и исследование современных конструкций водозаборных 
сооружений для малых деривационных ГЭС на горных реках.  

В данной статье приведены результаты физического моделирования процессов зимнего 
режима эксплуатации водозаборного сооружения деривационной ГЭС (ВСДГ), построенного в 
2008 г. на реке Иссык-Ата (Киргизская Республика, Чуйская область). 

Изучением кинематической структуры горных потоков, в том числе на участках водозабора, 
занимались исследователи G. Zolezzi, R. Repetto, M. Tubino, V. Nikora, M. Toropov и др. [2–4]. 
Однако эти исследования затрагивали проблему пропускной способности регулируемых участков 
речных русел преимущественно в теплое время года. 

Исследования пропускной способности промывного тракта ВСДГ, авторами конструкции 
которого являются Н.П. Лавров и Г.И. Логинов, частично были проведены ранее, и их результаты 
представлены в монографии [5]. Необходимость дальнейших исследований зимнего режима 
работы данного сооружения вызвана шуго-ледовыми затруднениями в зиму 2008–2009 гг., 
повлекшими за собой остановку сооружения и Иссык-Атинской деривационной ГЭС на 14 дней. 

Одной из задач исследования было определение пропускной способности элементов 
промывного тракта ВСДГ как для чистой воды, так и для двухфазного потока (вода+шуга). 
Большинство работ, посвященных вопросам движения двухфазных потоков, затрагивают вопросы 
их математического моделирования при напорных течениях [6, 7]. Фрагменты описания движения 
безнапорного двухфазного потока (вода+шуга) авторам удалось найти лишь в работе [8]. Работ по 
исследованию зимнего режима водозаборных сооружений на данный момент также крайне 
мало [9]. Описаний исследования пропускной способности водосливов, являющихся основным 
препятствием при пропуске двухфазного потока на водозаборных сооружениях в зимний период 
эксплуатации, авторам обнаружить не удалось. 

Рассматриваемые экспериментальные исследования пропускной способности отверстий 
промывного тракта ВСДГ производилось в 2012 г. на модельной русловой установке Кыргызско-
Российского Славянского Университета в масштабе 1:20. Исследуемый промывной тракт ВСДГ 
представляет собой канал между наносозащитным порогом и речным пролетом, в концевой части 
которого устроено боковое придонное отверстие зимнего водозабора, а в торцевой части тракта 
расположен сдвоенный затвор для сброса шуги. Физическое моделирование производилось по 
критерию гравитационного подобия Фруда с соблюдением автомодельности по критерию 
Рейнольдса. Подробное описание конструкции ВСДГ приведено в монографии [5], а вид 
водозаборного сооружения и его модели представлен на рисунке 1. 

Гидравлическое моделирование шуги было выполнено с использованием частиц 
полиэтилена, как материала, близкого по плотности ко льду, по методике, предложенной 
А.Б. Векслером и З.И. Генкиным [10]. Нормированная подача шуги в речной поток в соответствии с 
имеющимися данными Г.И. Логинова о концентрации шуги в реке Иссык-Ата осуществлялась с 
помощью специального дозатора сыпучих фракций [5].  
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Средний диаметр частиц шуги в натуре принимался по данным Г.И. Логинова равным 1.5 см, 
что соответствует достаточно развитой форме шуги и при пересчете на модель с выполнением 
условий кинематического подобия гидравлической крупности дает диаметр 2 мм. 

 
а 

 
б 

Рисунок 1. Вид с верхнего бьефа водозаборного сооружения для деривационных ГЭС (а) и 
модели ВСДГ в масштабе 1:20 (б) 

Расходы воды, протекающей из-под полотнища или через гребень затворов, определялись с 
помощью мерных водосливов Томсона с контролем объемным методом. 

В ходе исследования были определены расходные характеристики затвора зимнего 
водозабора, сдвоенного затвора промывного тракта и промывного тракта в целом, как при 
пропуске чистой воды, так и для двухфазного потока (вода+шуга). Вид струи при переливе через 
сдвоенный затвор промывного тракта (а) и вид затвора зимнего водозабора (б) на модели 
представлены на рисунке 2. 

 
Рисунок 2. Вид струи, переливающейся через сдвоенный затвор промывного тракта, (а) и 

вид истечения из-под плоского затвора зимнего водозабора (б) на модели 

Величины измеренных расходов и результаты их статистической обработки в виде кривых, 
построенных по данным статистической модели, приведены на рисунках 3, 4 и 5. 
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а) 

б) 

Рисунок 3. Расходные характеристики истечения из-под затвора зимнего водозабора при 
различном заглублении сдвоенного затвора промывного тракта и концентрации шуги 
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а) 

 

б) 

 
Рисунок 4. Расходные характеристики истечения через гребень сдвоенного затвора 

промывного тракта при различных открытиях затвора зимнего водозабора  
и концентрациях шуги 
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Рисунок 5. Расходные характеристики сдвоенного затвора промывного тракта при 

различных открытиях затвора зимнего водозабора и концентрациях шуги  

На рисунках 3, 4 и 5 приняты следующие обозначения: звQ  – расход при истечении из-под 

затвора зимнего водозабора; сзQ  – расход при переливе через гребень сдвоенного затвора 

промывного тракта; агрQ  – расход одного гидроагрегата ГЭС (1.6 м3/с); a  – открытие затвора 

зимнего водозабора; h  – напор над гребнем сдвоенного затвора промывного тракта; рH  – 

глубина воды в или расчетный напор в верхнем бьефе ВСДГ (1.85 м); C  – объемная 
концентрация шуги в промывном тракте сооружения.  

Ранее многочисленными экспериментальными исследованиями было установлено, что 
введение в поток твердых частиц приводит к возрастанию потерь напора и коэффициента трения 
[11, 12]. Здесь мы не учитываем узкие области значений концентраций, в которых наблюдается 
противоположная картина, связанная с возникновением неньютоновской природы поведения 
смесей [10]. Следуя данной логике, при увеличении концентрации шуги C  должны уменьшаться и 
расходы через водопропускные отверстия, что подтверждается картиной, приведенной на 
рисунке 4б. Однако по кривым на рисунке 3б мы наблюдаем обратную картину: несмотря на 
увеличение концентрации шуги в промывном тракте, расход истечения из-под бокового затвора 
зимнего водозабора для большего диапазона открытий увеличивается. Для объяснения данного 
эффекта обратимся к рисунку 6. 

Рисунок 6. Схематичное изображение 
кривой свободной поверхности в 

промывном тракте ВСДГ: 1 – водоприемное 
отверстие зимнего водозабора; 2 – 

сдвоенный затвор промывного тракта 
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Шуга, попадающая в промывной тракт, уменьшает расход при переливе через сдвоенный 
затвор промывного тракта, что приводит к изменению формы и положения кривой свободной 
поверхности в промывном тракте и увеличению местной глубины. В результате напор над 
отверстием зимнего водозабора возрастает, что в свою очередь увеличивает расход при 
истечении из-под этого затвора. 

На рисунке 5 представлена расходная характеристика промывного тракта в целом, из 
которой видно, что присутствие шуги в потоке не оказывает значительного влияния на пропускную 
способность промывного тракта. 

Для сопоставления наших экспериментальных данных с данными М.К. Торопова, 
приведенными в работах [5, 13, 14], были вычислены коэффициенты расхода при истечении 
из-под затвора зимнего водозабора и при переливе через сдвоенный затвор промывного тракта. 
Для затвора зимнего водозабора вычисление коэффициента расхода производилось по 
следующей известной формуле [15, 16]: 

)-(2
=

р

зв
зв aεHgab

Q
μ , (1)

где звμ  – коэффициент расхода при истечении из-под затвора зимнего водозабора; звQ  – расход 
при истечении из-под затвора зимнего водозабора; a  – открытие затвора зимнего водозабора; 
b  – ширина отверстия зимнего водозабора (1 м); g  – ускорение свободного падения; рH  – 
расчетный напор в верхнем бьефе сооружения; ε  – коэффициент вертикального сжатия, 
принимаемый нами приближенно из таблицы 5.5 справочника [16]. 

Для неподтопленного истечения через гребень сдвоенного затвора коэффициент расхода 
определяется по формуле водослива [15, 16]: 
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где m  – коэффициент расхода сдвоенного затвора промывного тракта; сзQ  – расход при 

переливе через сдвоенный затвор промывного тракта; b  – ширина промывного тракта (1 м); g  – 
ускорение свободного падения; h  – напор над гребнем сдвоенного затвора промывного тракта; 
α  – коэффициент кинетической энергии; v  – скорость подхода к сдвоенному затвору промывного 
тракта. 

Кривые, характеризующие величины полученных коэффициентов, представлены на 
рисунках 7 и 8. 

Из рисунка 8 видно, что значения коэффициента расхода μзв, полученные авторами больше 
значений, приведенных в работе [5]. В то же время среднее значение коэффициента расхода, 
полученное авторами, хорошо согласуется со значениями, рекомендованными Н.Н. Павловским 
для больших отверстий без сжатия по дну, но со значительным влиянием бокового сжатия 
μ  = 0.65÷0.7 [16].  
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Рисунок 7. Зависимость коэффициента расхода истечения из-под затвора зимнего 

водозабора с учетом влияния сдвоенного затвора промывного тракта:  
1 – кривая изменения коэффициента расхода по экспериментальным данным авторов при 

отсутствии влияния перелива через сдвоенный затвор промывного тракта;  
2 – то же по данным М.К. Торопова; 3 – кривая изменения коэффициента расхода по 
экспериментальным данным авторов при влиянии перелива через сдвоенный затвор 

промывного тракта ( h =0.3 рH ); 4 – то же по данным М.К. Торопова;  

5 – кривая изменения коэффициента расхода при концентрации шуги C  = 0,5% 

 
Рисунок 8. Зависимость коэффициента расхода при переливе через сдвоенный затвор 

промывного тракта при различных заглублениях и влиянии затвора зимнего водозабора: 
1 – кривая изменения коэффициента расхода по экспериментальным данным авторов при 
отсутствии влияния водоприемного отверстия зимнего водозабора; 2 – то же по данным 
М.К. Торопова; 3 – кривая изменения коэффициента расхода по экспериментальным 

данным авторов при влиянии водоприемного отверстия зимнего водозабора ( a =0.55 рH ); 
4 – то же данным М.К. Торопова; 5 – кривая изменения коэффициента расхода по 

экспериментальным данным авторов при отсутствии влияния водоприемного отверстия 
зимнего водозабора и концентрации шуги C =1.5%  
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Сопоставление данных М.К. Торопова [5, 14] с данными, полученными авторами, 
представлено на рисунке 8. Из сопоставления видно, что значения коэффициентов расхода, 
полученные авторами, выше значений, представленных в работе [5]. Данное обстоятельство 
может быть связано с разными масштабами моделей, т. к. в [5] также указывается, что при 
моделировании на модели в масштабе 1:25 наблюдались несколько большие коэффициенты 
расхода, чем при моделировании на модели в масштабе 1:10. Однако значения, полученные 
авторами при отсутствии влияния водоприемного отверстия зимнего водозабора, лучше 
согласуются со значениями коэффициентов m  = 0.32÷0.4, которые можно получить по 
эмпирическим формулам, приведенным в работе [16]. 

На рисунке 8 также следует обратить внимание на область h  < 0.1 рH  , т. к. здесь значения 
коэффициентов расхода, полученные авторами, несколько завышены, что может быть объяснено 
возникновением эффекта прилипания струи. Однако на остальных промежутках полученные 
значения коэффициентов расхода звμ  и m  (рис. 7 и 8) с учетом вышеизложенных доводов 
представляются вполне достоверными.  

Для полноты представления процессов истечения в промывном тракте имеет смысл 
представить закономерности этих процессов в виде соответствующих гиперповерхностей. 
Например, уравнения, описывающие гиперповерхности изменения относительного расхода при 
переливе через сдвоенный затвор промывного тракта ВСДГ и относительного расхода истечения 
из-под затвора зимнего водозабора соответственно, имеют вид (4) и (5): 

( ) ( )[ ]ОТН.65.ОТН.432ОТН.1ОТН.
агр

сз +++++= hссаhсCссhсh
Q
Q

ОТН , (4)
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Q
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ОТНОТНОТН , (5)

где 
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Q
Q

 – отношение расхода при переливе через сдвоенный затвор промывного тракта к 

расходу одного гидроагрегата ГЭС;  
агр

зв
Q
Q

 – отношение расхода при истечении из-под затвора 

зимнего водозабора к расходу одного гидроагрегата ГЭС; 
р

. =
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аОТН  – отношение величины 

открытия затвора зимнего водозабора к расчетному напору;  
р

. =
H
h

hОТН  – отношение напора 

над гребнем сдвоенного затвора промывного тракта к расчетному напору; С – концентрация шуги 
в промывном тракте, %; 1с , 2с , 3с , 4с , 5с , 6с , 7с , 8с  – коэффициенты влияния. 

Значение концентрации шуги в промывном тракте определялось согласно следующей 
формуле: 

%100
+
+

= .зв ш.

сззв

сзш
QQ
QQ

C , (6)

где С  – концентрация шуги в промывном тракте,%; зв ш.Q  и сзшQ .  – расходы шуги, попавшей под 
затвор сдвоенного водозабора и прошедшей через гребень сдвоенного затвора промывного 
тракта соответственно; звQ  и сзQ  – расход двухфазного потока при истечении из-под затвора 
зимнего водозабора и переливе через гребень сдвоенного затвора промывного тракта 
соответственно. 

Значения коэффициентов влияния в формулах (4) и (5) представлены в таблицах 1 и 2.  

Коэффициенты влияния определялись методом наименьших квадратов [17–20]. 
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Таблица 1. Значение коэффициентов влияния в формуле (4) 
Коэффициент влияния Значение Стандартная ошибка 

1с  0.68 ±0.124 

2с  3.97 ±0.697 

3с  –0.48 ±0.083 

4с  2.95 ±0.979 

5с  0.72 ±0.248 

6с  –7.97 ±0.936 

 

Таблица 2. Значение коэффициентов влияния в формуле (5) 
Коэффициент влияния Значение Стандартная ошибка 

1с  4.44 ±0.187 

2с  –2.66 ±0.792 

3с  1.97 ±0.903 

4с  –3.19 ±1.212 

5с  –5.41 ±1.391 

6с  1.67 ±0.600 

7с  –0.46 ±0.236 

8с  2.06 ±0.595 

Статистические модели были выбраны согласно минимуму критерия Х. Акаике [20] из 
полиномов до третьей степени включительно, а затем были проверены на значимость по 
критерию Фишера. 

Проверка моделей по критерию Фишера не дает оснований сомневаться в адекватности 
полученных моделей [17]. Проверка остатков по критерию Колмогорова–Смирнова показывает, 
что их распределение близко к нормальному. 

Выводы 
1. Показано, что величины коэффициентов расхода, полученные по результатам 

экспериментов для чистой воды при отсутствии взаимного влияния истечения водоприемного 
отверстия зимнего водозабора и перелива через гребень сдвоенного затвора промывного тракта, 
хорошо согласуются с их теоретическими и экспериментальными значениями, приведенными в 
работах [15, 16]. Данное обстоятельство дает основание полагать, что значения полученных 
коэффициентов расхода достоверны и при прочих описанных здесь условиях истечения. 

2. Выявлено, что величина концентрации шуги в потоке незначительно влияет на 
пропускную способность промывного тракта в целом, что связано с различным влиянием значения 
концентрации шуги в промывном тракте ВСДГ на расходные характеристики затвора зимнего 
водозабора и сдвоенного затвора промывного тракта. 

3. Получены уравнения (4, 5), описывающие расходные характеристики сдвоенного затвора 
промывного тракта и затвора зимнего водозабора в виде гиперповерхности с учетом концентрации 
шуги в потоке. 

4. На данном этапе исследований можно сделать вывод о том, что нормальная 
эксплуатация шугосброса над сдвоенным затвором промывного тракта возможна при напорах, 
превышающих величину 0.2Н, где Н – глубина потока в верхнем бьефе ВСДГ. Пропускная 
способность ВСДГ с учетом транспорта шуги будет описана в последующих работах. 
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5. Полученные экспериментальные результаты будут учтены при разработке инструкций по 
эксплуатации водозаборных сооружений типа ВСДГ, построенных на реке Иссык-Ата (Киргизия) и 
реке Мерке (Казахстан), а также при проектировании новых водозаборных сооружений на горных 
реках [21, 22]. 
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Строительство ГЭС является востребованной отраслью энергетики, интенсивно 

развивающейся в настоящее время. В России на данный момент ГЭС и ГАЭС вырабатывают 
около 16% электроэнергии страны [1, с. 6]. 

По величине экономического гидроэнергетического потенциала (ГЭП) Россия занимает 
второе место в мире, уступая только Китаю [2]. Однако  процент освоения ГЭП в России невелик 
по сравнению с другими экономически развитыми странами – около 23,4% [3]. 

Следует отметить, что распределение гидроэнергетических ресурсов  по территории России 
неравномерно. На ее европейскую часть приходится 25%, на Сибирь – 40% и на Дальний Восток – 
35%. В наиболее промышленно развитой части страны – центре европейской части – освоено 
около 46% гидроэнергоресурсов, в Сибири – 20%, а на Дальнем Востоке – 4% (см. рисунок 1). 

 
Рисунок 1. Распределение ГЭП по территории РФ. В скобках указан процент от общего ГЭП 

России. Закрашенные части показывают, какой процент ГЭП освоен в данном регионе 

Большая часть гидропотенциала России сосредоточена в Восточной Сибири и на Дальнем 
Востоке — в бассейнах Енисея, Лены и Амура. В европейской части страны возможно освоение 
недоиспользованной части гидропотенциала путем строительства средних и малых ГЭС, особенно 
на Северном Кавказе, в северо-западных регионах и на Урале.  

В настоящее время проводятся масштабные исследования гидроэнергетического 
потенциала малых и средних рек, призванные выявить местоположение перспективных створов, 
а также в первом приближении оценить их выработку и экономическую эффективность. Прогноз 
предусматривает в период до 2025 г. ввод малых ГЭС общей установленной мощностью свыше 
850 МВт. При этом оптимистичная оценка возможностей строительства малых ГЭС в 
рассматриваемый период на порядок превышает этот уровень [4]. 

В настоящей статье описывается разработанная методика выбора местоположения 
перспективных створов ГЭС на равнинных реках. От выбора этого местоположения зависят 
эффективность освоения гидроэнергетического потенциала, стоимость создания ГЭС и ее 
народнохозяйственный эффект.  
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Из-за сжатых сроков выполнения работ, больших площадей исследуемых территорий и 
большого числа критериев, влияющих на выбор створов, возникает необходимость 
в использовании современных подходов и технологий для решения поставленной задачи. 

Актуальность задачи по разработке методов выявления перспективных створов для 
строительства ГЭС обеспечивается востребованностью гидроэнергетики, возрастающими 
потребностями в электроэнергии, а также необходимостью эффективного освоения ГЭП страны. 

Проблема поиска наилучшего местоположения створа для 
строительства ГЭС 

Выбор местоположения створов перспективных ГЭС традиционно основывался на анализе 
множества факторов (например, топографических, гидрологических, геологических условий, 
близости к объектам инфраструктуры и т. д.). В общем случае можно говорить о том, что критерии, 
определяющие решения по выбору места для строительства ГЭС, образуют определенную 
иерархию [5], и их можно объединить в следующие группы: социальные, экономические, 
экологические и технологические критерии [6, 7].  

Традиционно количество рассматриваемых створов было невелико, и их местоположение 
принималось из эвристических предпосылок. 

Современные технологии позволяют анализировать множество различных вариантов 
створов на предмет соответствия выбранному списку критериев. Также можно рассматривать 
множество различных отметок нормального подпорного уровня (НПУ) в каждом створе. Наиболее 
подходящим вариантом для осуществления подобного анализа представляется использование 
геоинформационных систем (ГИС), позволяющих работать с большими объемами 
картографической пространственно-распределенной информации. 

ГИС – это система сбора, хранения, анализа и графической визуализации пространственных 
(географических) данных и связанной с ними атрибутивной информацией о необходимых 
объектах [8]. 

Применение методов многокритериального анализа совместно с ГИС является 
относительно новым и интенсивно развивающимся направлением [9–11]. 

Увеличивая число рассматриваемых критериев и уменьшая шаг разбиения реки на створы, 
можно повысить точность определения наилучшего местоположения для строительства ГЭС. 

Обзор литературы 
Обзор современных ГИС-инструментов для решения задач по нахождению 

гидроэнергетического потенциала представлен в работах [12, 13]. 

Использование ГИС для решения задач гидроэнергетики (в том числе задачи поиска 
перспективных створов малых ГЭС) было осуществлено в ряде стран, среди которых США [14], 
Шри-Ланка [15], Канада [16], Италия [17], Норвегия [18, 19] и др. 

Наиболее показательным примером использования многокритериального анализа в среде 
ГИС для поиска перспективных створов ГЭС является исследование, проведенное в США. 
По результатам исследования были составлены отчеты [20, 21]. При выборе местоположения 
створов учитывались экологические критерии, критерии близости к дорогам, ЛЭП и другим 
объектам инфраструктуры. Однако было принято допущение, что для всех рассматриваемых 
створов малых ГЭС принимается единая деривационная компоновка, водохранилище не 
предусматривается. 

В вышеуказанных работах [14–21] не было уделено должного внимания выбору отметки 
НПУ, а также не учитывалась стоимость работ по созданию водохранилищ. В рамках настоящей 
работы созданы и применены на практике ГИС-инструменты, позволяющие выбрать отметку НПУ 
рассматриваемых перспективных створов исходя из экологического и энергетического критерия; 
также при анализе была учтена приблизительная стоимость работ по созданию водохранилищ. 
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Цели и задачи исследования 
Целью исследования являлись создание и апробация методов, позволяющих осуществлять 

многокритериальный анализ в среде геоинформационных систем с целью поддержки принятия 
управленческих решений по выбору местоположения створов перспективных ГЭС на равнинных 
реках. 

Для достижения указанной цели были поставлены и решены следующие задачи: 

1) определен список и последовательность учета критериев, оказывающих влияние на 
выбор местоположения створа перспективных ГЭС; 

2) разработана методика оценки створов в соответствии с выбранными критериями; 
3) созданы инструменты на базе ГИС, позволяющие осуществлять многокритериальный 

анализ; 
4) проведена апробация разработанных методов на примере р. Сухоны. 

Описание исследования 
Общий алгоритм решения многокритериальной задачи в среде ГИС 

Поиск перспективных створов для строительства ГЭС должен основываться на анализе 
ряда критериев, определяющих целесообразность постройки ГЭС в каждой из рассматриваемых 
точек реки. Для этого предлагается разбить с определенным шагом исследуемую реку на створы и 
оценить каждый створ в соответствии с выбранными критериями. Осуществление подобного 
многокритериального анализа в среде ГИС производится в следующей последовательности: 

• определяется список критериев, с помощью которых будет осуществляться выбор 
наиболее перспективных створов; 

• определяется последовательность применения выбранных критериев; 
• разрабатывается методика поиска перспективных створов; 
• осуществляется сбор исходных данных; 
• проводится пространственный анализ, показывающий, в какой степени каждый из 

створов удовлетворяет каждому из предложенных критериев; 
• выполняется комплексная оценка, с помощью которой выявляются наиболее 

перспективные створы для строительства гидроэлектростанции.  

Область применения разработанных геоинформационных методов  
и принятые допущения 

Перед тем как перейти к рассмотрению критериев выбора и методики нахождения 
перспективных створов, необходимо упомянуть о некоторых ограничениях и допущениях, 
сделанных в настоящей работе. 

1. Изложенные ниже геоинформационные методы, позволяющие определить наиболее 
выгодное местоположение ГЭС, применимы к равнинным рекам; подразумевается, что ГЭС имеет 
плотинную компоновку. 

2. В рамках данной работы оказалось невозможным охватить весь перечень критериев, 
которые следует использовать для поиска оптимального местоположения створа ГЭС. Были 
рассмотрены экологические и экономические критерии, список которых представлен ниже. 

Определение списка критериев отбора перспективных створов 
Окончательный список критериев, в соответствии с которыми в данной работе будут 

сравниваться створы, выглядит следующим образом: 

• экологический критерий (запрет на затопление особо охраняемых природных территорий; 
• энергетический критерий (возможность получения максимальной мощности ГЭС при 

стоимости затапливаемых водохранилищем объектов, стремящейся к минимуму);  
• близость к ЛЭП; 
• близость к автомобильным дорогам; 
• близость к железным дорогам; 
• близость к карьерам строительных материалов (для сооружения плотины из местных 

материалов); 
• близость к планируемым объектам капитального строительства. 
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Последовательность применения выбранных критериев 
Возможны две схемы применения критериев: последовательная и параллельная.  

Изначально параллельно применяются критерии близости к объектам инфраструктуры.  

Далее используется наиболее жесткий экологический критерий, с помощью которого 
исключаются из дальнейшего рассмотрения все варианты НПУ, при которых затапливаются особо 
охраняемые природные территории.  

После применения экологического критерия следует рассчитать оптимальную отметку НПУ 
для каждого створа исходя из энергетического критерия, т. е. найти для каждого створа такую 
высоту плотины, при которой выполняется условие  

⎩
⎨
⎧

→
→

min  S
maxN

, 

где N – валовая мощность реки в рассматриваемом створе; S – приблизительная стоимость работ 
по созданию водохранилища. 

Методика поиска перспективных створов 
Реализация разработанной методики в среде ГИС осуществляется в соответствии с 

алгоритмом, представленным на рисунке 2. Основное программное обеспечение, использованное 
в работе – ArcGIS 10.1. Далее рассмотрим каждый из блоков алгоритма. Для удобства восприятия 
излагаемого материала, некоторые пункты алгоритма будут сопровождаться поясняющими 
иллюстрациями на примере р. Сухоны. 

Создание модели местности 
При создании модели местности в ПО ArcGIS следует учитывать не только существующие 

объекты, но и планируемые к вводу в ближайшее время. Информация о таких объектах 
содержится в схемах территориального планирования субъектов РФ.  

Исходными данными для создания модели местности в ПО ArcGIS 10.1 являются (в скобках 
указан источник информации): 

• водомерные посты на исследуемой реке и средние многолетние расходы в их створах 
(эта информация доступна в источниках [22] и [23]); 

• рельеф местности (электронные карты); 
• речная сеть (электронные карты); 
• автодороги (электронные карты и схемы территориального планирования); 
• железные дороги (электронные карты и схемы территориального планирования); 
• населенные пункты (электронные карты); 
• сельскохозяйственные угодья; 
• особо охраняемые природные территории (электронные карты и схемы 

территориального планирования); 
• ЛЭП (электронные карты и схемы территориального планирования); 
• планируемые объекты капитального строительства (схемы территориального 

планирования); 
• карьеры строительных материалов (электронные карты); 
• леса, кустарники (электронные карты). 
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Рисунок 2. Алгоритм реализации методики поиска перспективных створов ГЭС в среде ГИС 
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Построение цифровой модели рельефа (ЦМР) 
Для построения ЦМР был использован стандартный инструмент ArcGIS “Topo To Raster”. 

Входными данными являются горизонтали, отметки высот и урезы воды. На основе этих данных 
была построена матрица высот, каждая ячейка которой содержит отметку местности в данной 
точке (см. рисунок 3). 

 
Рисунок 3. Фрагмент исходной ЦМР 

Создание гидрологически корректной ЦМР, построение синтетических рек и 
разбиение их на створы 

 
Рисунок 4. Сравнение реки, изображенной на карте, и синтетической реки 
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Дальнейший анализ потребует построения зоны затопления при различных вариантах НПУ 
в каждом створе. Для этого потребуется построение водосбора в каждом из створов. 

Если разбить реку, являющуюся объектом слоя электронных карт, на точки (створы) и 
попытаться построить водосбор в каждой точке, то он будет построен некорректно. Это связано 
с тем, что река, показанная на электронных картах, чаще всего не проходит в местах с 
наименьшими отметками местности на всем своем протяжении. Кроме того, рельеф электронных 
карт обладает различными артефактами, например, бессточными областями или локальными 
повышениями рельефа.  

Чтобы исключить подобные неточности, необходимо создать гидрологически корректную 
ЦМР и построить по этой модели синтетические реки. Эти реки будут незначительно отличаться 
от рек, содержащихся на электронных картах (см. рисунок 4). Однако синтетические реки будут 
проходить строго по наименьшим отметкам местности. Именно эти реки необходимо разбить на 
створы. 

Для получения гидрологически корректной ЦМР и синтетических рек использовались 
инструменты из набора ArcGIS Spatial Analyst Tools -> Hydrology. Последовательность 
использования инструментов представлена на рисунке 5. 

Полученные синтетические реки разбиваются на створы, шаг которых должен быть 
настолько мал, что в пределах этого расстояния можно пренебречь изменением значений 
критериев. Другими словами, принимается допущение, что изменение положения створа в 
пределах выбранного шага никак не отражается на характеристиках створа.  

 
Рисунок 5. Алгоритм получения гидрологически корректной ЦМР и синтетических рек 

Анализ близости створов к объектам инфраструктуры 
Анализ близости створов к объектам инфраструктуры осуществлялся с помощью 

разработанной в ArcGIS Model Builder модели. Модель «Анализ близости» находит ближайший к 
каждому из створов объект инфраструктуры и, в зависимости от расстояния до этого объекта, 
присваивает створу коэффициент близости К. Чем ближе к объекту инфраструктуры находится 
створ, тем большее значение коэффициента К присваивается створу.  

В работе рассматривались следующие критерии близости: 

• близость к ЛЭП; 
• близость к автомобильным дорогам; 
• близость к железным дорогам; 
• близость к карьерам; 
• близость к планируемым объектам капитального строительства. 
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Комплексная оценка створов заключается в нахождении коэффициента Ксумм, который 
является суммой всех коэффициентов К, умноженных на соответствующий весовой коэффициент. 
Расстояния, которые определяют значение коэффициента К, а также значения весовых 
коэффициентов должны определяться для каждой изучаемой реки индивидуально, на основе 
экспертной оценки.  

Створы, имеющие наибольшее значение Ксумм, являются наиболее перспективными с точки 
зрения анализа близости. 

Расположение объектов инфраструктуры на изучаемой территории показано на рисунке 6. 
Таблица атрибутов створов после выполнения анализа близости представлена на рисунке 7.  

 
Рисунок 6. Расположение объектов инфраструктуры на изучаемой территории 

 
Рисунок 7. Таблица атрибутов створов после выполнения анализа близости 

Построение зон затопления 
Далее в каждом створе с помощью разработанной в Model Builder модели строится зона 

затопления, соответствующая отметкам НПУ, указанным оператором. Построение зон затопления 
осуществляется на основе ЦМР. 
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Модель «Экологический критерий» 
Получив зоны затопления, необходимо выяснить, какие из них удовлетворяют 

экологическому критерию, а какие нет. Зоны затопления, пересекающие границы особо 
охраняемых природных территорий, необходимо удалить из списка. Эта задача решается 
посредством запуска модели «Экологический критерий» 

Модель «Оценка стоимости создания водохранилища» 
Следующим шагом необходимо определить отметку НПУ для каждого створа исходя из 

условия  

⎩
⎨
⎧

→
→

min  S
maxN

, 

где N – валовая мощность реки в рассматриваемом створе; S – приблизительные затраты на 
создание водохранилища. 

Для этого сначала получим оценку стоимости создания водохранилища для каждого 
варианта НПУ в каждом рассматриваемом створе с помощью модели в Model Builder.  

Модель предназначена для вычисления длин/площадей следующих затапливаемых при 
создании водохранилищ объектов: 

• автомобильные дороги; 
• железные дороги; 
• населенные пункты; 
• земли сельскохозяйственного назначения; 
• леса и кустарники. 

Подсчет приблизительной стоимости работ по созданию водохранилища 
На основе сметных расчетов для ГЭС-аналогов по усредненным единичным показателям 

стоимости работ определялись приблизительные затраты на создание водохранилища при 
каждой из отметок НПУ в каждом рассматриваемом створе. 

Построение графиков зависимости мощности ГЭС и затрат на создание 
водохранилища от отметки НПУ 

В настоящем исследовании были проанализированы графики зависимости мощности ГЭС и 
затрат на создание водохранилища от отметки НПУ.  

При увеличении отметки НПУ мощность ГЭС возрастает прямо пропорционально 
увеличивающемуся напору ГЭС: 

 gQH=N , (1)

где N – мощность ГЭС; Q – среднемноголетний расход реки в створе ГЭС; H – напор ГЭС. 

Затраты на создание водохранилища будут непрерывно нелинейно возрастать при 
увеличении высоты плотины. 

Оптимальной отметкой НПУ будет та отметка, при которой мощность ГЭС N стремится к 
максимуму, а затраты на создание водохранилища S к минимуму.  

Для того чтобы отложить на графике вдоль оси ординат значения N и S, перейдем к 
относительным величинам N/Nmax и S/Smax, где Nmax и Smax – максимальные величины для каждого 
отдельного створа. Тогда  условие для поиска оптимальной отметки НПУ в створе может быть 
записано в виде: 

max)
N

N(
maxmax

→−
S

S
. (2)

Возможны два варианта поведения функции f = (N / Nmax – S / Smax). 
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1. При увеличении высоты плотины резко возрастают затраты на создание водохранилища, 
при дальнейшем повышении НПУ затраты изменяются медленнее.  

В этом случае функция f = (N/Nmax – S/Smax) не имеет максимума (см. рисунок 8).  

 
Рисунок 8. График зависимости мощности ГЭС и затрат на создание водохранилища от 

отметки НПУ, первый вариант 

За оптимальную отметку НПУ в этом случае имеет смысл принять максимальную из 
рассматриваемых отметок, при которой не затапливаются особо охраняемые природные 
территории.  

2. При увеличении высоты плотины затраты на создание водохранилища возрастают 
сначала медленно, при дальнейшем повышении НПУ затраты изменяются быстрее. Этот 
случай может иметь место, когда долина реки расширяется, и количество затапливаемых 
объектов резко возрастает. Именно такой случай рассматривался при исследовании 
р. Сухоны. 

Здесь функция f = (N / Nmax – S / Smax) будет иметь максимум. В точке максимума скорость 
возрастания затрат на создание водохранилища превысит скорость возрастания мощности ГЭС 
(см. рисунок 9). Отметка НПУ (высоты плотины) в этой точке и будет являться оптимальной.  

 
Рисунок  9. График зависимости мощности ГЭС и затрат на создание водохранилища от 

отметки НПУ, второй вариант 

На основе полученных графиков в каждом створе определяется отметка НПУ и, 
соответственно, напор ГЭС. 

Стоит отметить, что выбранная по графикам отметка НПУ будет наилучшей с точки зрения 
соотношения «мощность ГЭС – стоимость работ по созданию водохранилища». Однако в случае 
рассмотрения постройки ГЭС в энергодефицитном регионе возможен выбор более высокой 
отметки НПУ, не соответствующей  максимуму графика. В более общем случае следует говорить о 
векторе альтернатив отметок НПУ, который показан на рисунке 10.  
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Рисунок 10. Вектор альтернатив возможных отметок НПУ 

В этом случае выбор отметки НПУ будет зависеть от лица, принимающего решение.  

Выбор наиболее подходящего для строительства ГЭС створа 
Выбор наиболее подходящего для строительства ГЭС створа предлагается осуществлять 

на основе трех полученных для каждого створа параметров. 

1. Мощность ГЭС (N). 

Определяется по формуле (1): расход Q в створе определяется интерполяцией значений 
расходов ближайших водомерных постов выше и ниже по течению; напор H вычисляется исходя 
из выбранной в предыдущем пункте отметки НПУ. 

2. Стоимость работ по созданию водохранилища (S). 

3. Результаты анализа близости к объектам инфраструктуры (Ксумм). 

Для сравнения этих показателей необходимо перейти к относительным величинам N/Nmax; 
S/Smax; Kсумм/Ксумм.max, где Nmax, Smax и Ксумм.max – максимальные величины среди всех исследуемых 
створов.  

Комплексный показатель пригодности створа для строительства ГЭС можно будет найти как: 

3
max.

2
max

1
max

W***
N

NX
сумм

сумм

К
К

W
S

SW +−= , (3)

где X – комплексный показатель пригодности створа для строительства ГЭС; W1 – весовой 
коэффициент, учитывающий влияние энергетического критерия; W2 – весовой коэффициент, 
учитывающий влияние стоимости создания водохранилища; W3 – весовой коэффициент, 
учитывающий влияние близости к объектам инфраструктуры. 

Весовые коэффициенты должны назначаться в каждом случае индивидуально, с учетом 
таких факторов, как, например, энергетическая стратегия развития исследуемого региона (для 
регионов с дефицитом электроэнергии следует увеличить весовой коэффициент W1; для регионов 
с профицитом электроэнергии можно увеличить коэффициенты W2 или W3).  

Створы, имеющие наибольшие показатели X, являются самыми перспективным для 
строительства ГЭС.  

Стоит отметить, что окончательный выбор перспективного створа, а также его отметки НПУ 
зависят от лица, принимающего решение. Разработанная методика лишь позволяет получить 
информацию, необходимую для осуществления этого выбора. 
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Окончательный вид таблицы атрибутов створов представлен на рисунке 11. 

 
Рисунок 11. Окончательный вид таблицы атрибутов створов 

Теоретическая и практическая значимость работы 
Теоретическая значимость заключается в том, что в результате выполнения работы была 

создана методика поиска перспективных створов ГЭС в среде геоинформационных систем.   

Практическая значимость заключается в том, что с помощью изложенной в работе методики 
и созданных ГИС-инструментов можно определить перспективные створы на любой равнинной 
реке, что может быть использовано в целях развития гидроэнергетики. 

Выводы 
Разработанная методика поиска наилучшего местоположения створа для строительства 

ГЭС позволяет анализировать большое число створов и различных вариантов отметок НПУ на 
предмет соответствия экологическим и экономическим критериям. По сравнению с традиционным 
вариантом поиска створа, когда намечается несколько перспективных гидроузлов и 
рассматривается несколько вариантов отметок НПУ, изложенная выше методика имеет ряд 
преимуществ. 

1. Число рассматриваемых створов может быть большим. Уменьшая шаг разбиения реки на 
створы, можно с большей точностью определять выгодные местоположения для 
строительства ГЭС. 

2. Расчеты в значительной степени автоматизированы, что исключает влияние 
человеческого фактора. 

3. Разработанная методика и ГИС-инструменты обладают универсальностью – изменяя 
исходные данные, можно выявлять положение перспективных створов на равнинных реках.  

В результате выполнения работы были решены следующие задачи. 

1. На основе анализа отечественной и зарубежной литературы проведён анализ 
существующих критериев, влияющих на выбор местоположения створов перспективных 
ГЭС. Предложен список определяющих критериев, учтённых в рамках данной работы; 

2. Разработана методика поиска наилучшего местоположения створа для строительства 
ГЭС с учётом выбранных экологических, энергетических и экономических критериев. 
Методика реализована на основе использования геоинформационных систем; 

3. Проведена апробация разработанной методики на примере р. Сухоны. 
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Магистральные каналы − основные сооружения оросительных и осушительных систем. 
К таким каналам можно отнести другие сооружения подобного рода: судоходные, сооружения 
энергетического, промышленного и питьевого водоснабжения, переброски части стока рек из 
одних регионов в другие и т. п. Проблема расчета параметров магистрального канала заключается 
в том, как совместить гидравлический расчет магистрального канала и выбор его оптимальных 
параметров. Цель работы – предложить метод, определения минимального объема выемки 
грунта, необходимого для создания магистрального канала при условии, что в процессе 
эксплуатации канал будет выполнять поставленные перед ним задачи. Впервые эта идея была 
применена при гидравлических расчетах открытых каналов и опубликована в работах [1, 2]. 

В существующих методах гидравлического расчета каналов можно найти упоминания о 
связи их с условиями экономической оптимальности принимаемого решения, однако фактически 
речь идет о поисках оптимального решения для параметров, определяющих живое сечение 
канала, но никак не связанных с каналом как сооружением в целом [3−7]. 

Основное внимание в работах [3−5] уделяется вопросу определения наиболее выгодного с 
точки зрения гидравлики сечения, в котором при прочих равных условиях площадь живого сечения 
минимальна. Такие сечения получаются не широкими, но глубокими; их создание требует 
применения специальной техники и дорогих способов производства работ. Основной недостаток 
упомянутых работ [3−7] и многих других исследований, посвященных этой проблеме, заключается 
в том, что в них гидравлические расчеты канала не соотносятся с поиском оптимального решения 
сооружения в целом, предназначенного для подачи воды из одной точки в другую в условиях 
равномерного режима. К сожалению, этот недостаток можно обнаружить и в современных 
отечественных и зарубежных исследованиях [8−17]. 

В связи с этим следует отметить, что на протяжении многих лет прошлого века 
исследователи занимались поиском такого поперечного сечения канала в земляном русле, в 
котором равнодействующая сил, приложенных к каждой частице грунта, была бы одинаковой в 
любой точке смоченного периметра. Решение этой задачи находим в  работах [16, 18]. Однако 
реализовать на практике равнопрочное поперечное сечение канала практически невозможно.  

 
Рисунок 1. Схема, поясняющая существование минимального объема земляных работ при 

оптимальном уклоне дна канала 
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Обратимся к рассмотрению идеи, высказанной в работах [1, 2], и поясним ее смысл на 
схеме (рис. 1). На рис. 1а изображен продольный профиль двух каналов и соответствующие 
поперечные сечения выемки в конечных точках. На рисунке обозначены: 0i  − уклон местности, по 
которой проходит трасса канала; i  − уклон дна канала при равномерном движении воды в нем; 
ω  − площадь живого сечения, Ω  − площадь грунта, находящегося выше уровня воды в канале, 
которую надо удалить для придания дну канала необходимого уклона по всей его трассе. 
Для придания рисунку большей наглядности уклон местности на нем принят равным нулю. Ниже 
будем рассматривать местности, уклон поверхности которых удовлетворяет условию 00 ≥i , 
полагая, что участки местности с обратным уклоном земной поверхности трасса канала обойдет 
из-за значительного увеличения объемов земляных работ. 

При большом уклоне дна канала 2i  скорость течения воды в нем 2U  велика, живое сечение 

2ω  в рассматриваемом створе при постоянном расходе мало, в то время как объем выемки 2Ω  

велик. Наоборот, при малом уклоне дна 1i  живое сечение канала 1ω  велико, а площадь выемки 

1Ω  мала. Из рисунка следует, что объем выемки грунта по всей длине канала зависит от суммы 
площадей ω+Ω , а длина канала – от уклона дна канала. Из сказанного следует, что при 

определенных условиях минимальный объем земляных работ minV , которому соответствует 

минимальная сумма площадей ( )minω+Ω , может существовать, а соответствующий ему уклон 
дна канала можно назвать оптимальным (рис. 1б).  

 
Рисунок 2. Схема к расчету объема земляных работ 

Возьмем канал составного трапецеидального поперечного сечения с коэффициентами 
заложения откосов в пределах живого сечения m  и выше уреза воды – 1m  (рис. 2). Допустим, что 
нужно подать из пункта A  в пункт Б  расход воды Q , трасса канала прямолинейная, живое 
сечение ω . В пункте A  уровень воды в канале условно совпадает с поверхностью земли. Как 
известно, уклон дна канала равен i=αtg , где α  − угол наклона дна канала к линии горизонта. 

Расстояние от пункта A  до пункта Б  по прямой на поверхности земли равно l . В таком случае 
длина канала между двумя указанными пунктами равна длине гипотенузы треугольника 

lilill ≈+=+ 2222 1 , так как 1<<i . Следовательно, при определении объемов работ длину 

канала без существенной погрешности можно принимать равной l . Глубина наполнения канала 
водой обозначена h . Движение воды в канале равномерное, поэтому в пункте Б  живое сечение 
равно ω . Ширина канала понизу – b , поверху ширина водного зеркала 1B . С учетом уклона дна и 
поверхности земли в пункте Б  глубина выемки стала равной z . Ширина канала поверху 
(на уровне земной поверхности) в концевой его части − 2B . 
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Объем земляных работ по устройству канала длиной l  определяется как сумма объемов 
земляных работ по устройству его отдельных геометрических элементов. В качестве первого 
элемента рассмотрим призму с площадью основания ω  и высотой, равной расстоянию l ; объем 
работ − lω . Далее выделим две пирамиды, в основании которых лежат прямоугольные 

треугольники, площадь каждого из которых равна ( )( )1225,0 BBhz −− . Выразим глубину выемки 

z  в пункте Б  через глубину 0z  в том же пункте в случае, когда земная поверхность 
горизонтальна (см. рис. 2), используя следующее тождественное преобразование: 

( ) 0000 ilzzzzz −=−−= , в котором 00 ilzz =− , кроме того, учтем, что ilhz =−0 . Используя эти 
преобразования, можно определить объем грунта в двух пирамидах, в основании которых лежат 

эти треугольники: ( ) 31
2

0
3 miil − . Остается найти объем грунта в клине, расположенном в центре 

канала выше уровня воды в нем: ( ) 10
25.0 Biil − .  

Таким образом, объем земляных работ по устройству канала длиной l  найдется из 
зависимости: 

( ) ( ) 10
2

1
2

0
3 5,03 BiilmiillV −+−+=ω . (1)

Представим уравнение (1) в безразмерном виде: 

( ) ( ) ωωω 101
2

0
2 231 BiilmiillV −+−+= . (2)

Для каналов трапецеидального поперечного сечения имеем: живое сечение − 

( )mh += βω 2 , ширины водного зеркала в канале поверху − ( )mhB 21 += β , где hb=β  − 

относительная ширина канала понизу. Обозначим: hilx,hilx 00 == , получим 

( )( ) ( ) ( ) ( )mmxxmmxxlV +−+++−+= βββω 3221 1
2

00 . (3)

Преобразования в левой части уравнения (3) выполним, используя формулы гидравлики:  

λω iRgUUQ 2; == , (4)

где Q  и U  − расход и скорость течения воды в канале; R  − гидравлический радиус; λ  − 
коэффициент гидравлического трения; g  − ускорение силы тяжести. Приходим к следующему 
выражению: 

5,05,022 xVlQlxhRgVQliRgVlV === λλω , (5)

в котором V  − приведенный (безразмерный) объем работ. 

lQlhRgVV λ2= . (6)

Истинный объем работ равен: 

5,0xlVV ω= . (7)

Произведем замену в (3) в соответствии с (7), разделим левую и правую части в (7) на 5,0x , 
получим: 

m
mx

m
mx

m
mx

m
mx

m
mxxV

,
,,

+β
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+β

−
+β

+β
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+β
+β

−
+β

+= − 1
51

1050
0

1
2
050

3
1

3
22

2
12

2
1

3
11 . (8)
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В левой части уравнения (8) находится безразмерная величина объема земляных работ, 
включающая в себя параметры потока, которые связаны между собой, поэтому их нельзя 
задавать произвольно. Это гидравлический радиус, глубина наполнения канала, коэффициент 
гидравлического трения. Правая часть уравнения, кроме независимой переменной x , содержит 
параметры, которые можно задавать произвольно. Это коэффициенты заложения откосов и 
относительная ширина канала понизу. Кроме того, в правой части имеются заданные величины 
(уклон земной поверхности и параметр 0x ). Независимая переменная x  прямо пропорциональна 
уклону дна канала и обратно пропорциональна глубине потока в нем. Следовательно, она 
изменяется так же, как уклон дна канала. Исходя из этих соображений, можно ожидать, что 
функция ( )xV ϕ=  будет иметь экстремум. Истинный объем земляных работ найдется из 
формулы (7).  

Возьмем производную xdVd , приравняем результат к нулю и умножим полученное 

уравнение на 5,1x  (это можно сделать, поскольку 0>x ), в результате придем к квадратному 
уравнению в следующем виде: 

02 =−+ qxpx , (9)
где приняты следующие обозначения: 

( ) ;325,0 01 xmmp −+= β  
( ) ( ) 10

2
01 5,03 mxmxmmq +−++= ββ . 

Решение уравнения (9) зависит от знака его дискриминанта qpD += 42 : если 0>D , то 
имеются два действительных корня.  

Вначале рассмотрим случай 00 =x  (земная поверхность горизонтальна, 00 =i ). 
Коэффициенты заложения откосов и относительная ширина канала понизу − величины 
положительные, поэтому дискриминант больше нуля (в том числе и при 0=β  − живое сечение 

имеет треугольную форму). Если выполняется условие ( ) 10 25,03 mmx += β , то 0=p , и 

квадратное уравнение превращается в квадратный двучлен, для которого 0=опx , что 
не соответствует равномерному движению воды в канале.  

Найдем условие существования положительного дискриминанта уравнения при 00 >x . 

Обозначим ( ) 10 5,0 mmax += β ; в этом случае ( )( ) 15,0321 mmap +−= β ; 

( ) ( ) ( ) 2
1

22
1 5,03

1 mmaammq +−++= ββ . Введя эти величины в формулу дискриминанта, 

заметим, что имеющийся в ней член ( ) 1mm+β  положителен, поэтому есть необходимость 
проверить, при каких условиях сумма оставшихся членов будет положительна. Потребуем, чтобы 

эта сумма была больше нуля, и разделим ее на величину ( ) 2
1

25,0 mm+β , в итоге получим: 

( ) ( ) 0332125,0 22 >−+− aaa . 

После преобразований придем к неравенству: 

011
2 >+− qapa , (10)

где 31 =p , 1691 =q . Решение имеет вид [19]: 8,22,0 << a .  

Следовательно, корни уравнения (9) являются действительными числами при условии: 
5,10 << a . На рис. 3 этому условию соответствует уклон местности, по которой проложена трасса 

канала 001 >i . Считаем, что площадь живого сечения не зависит от уклона местности. При этих 

условиях в точке 01ii =  площадь живого сечения равна 1ω , площадь грунта, который необходимо 

вынуть для создания в нем канала, обозначена на рисунке пунктирной кривой 1Ω . Суммарная 
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штрихпунктирная кривая 1Ω+ω  (на рисунке кривая 2) имеет минимум, она расположена ниже 

суммарной кривой 1, соответствующей 00 =i , и немного сдвинута относительно нее вправо.  

 

Рисунок 3. Влияние уклона местности на сумму площадей ω+Ω  при: 
1 − 00 =i ; 2 − 010 ii = ; 3 − 020 ii =  

Пусть уклону 002 >i  соответствует условие 5,1>a , тогда площадь живого сечения в точке 

02ii =  равна 2ω , площадь грунта 2Ω  показана соответствующей пунктирной кривой. Суммарная 

штрихпунктирная кривая 2Ω+ω  (на рисунке кривая 3) не имеет экстремума, ее минимальное 

значение совпадает с площадью живого сечения 2ω . В этом случае объем выемки грунта, 

необходимый для создания канала, будет минимальным, равным l2ω , так как уклон его дна 

совпадет с уклоном местности: 02ii = . 

Далее изложим алгоритм решения задачи, начиная с простого случая: 00 =i . Нам известны: 

расход воды Q , длина канала l  и высота выступов абсолютной шероховатости ложа канала Δ . 

Задаемся параметрами: mm ,, 1β . Корень уравнения (9) находим из формулы: 

( ) 22 2 pqpxоп −+= , (11)

где ( ) ( ) 11 ;5,0 mmqmmp +=+= ββ . Задаемся глубиной потока h ; определяем уклон дна 

канала при опx : lhxi опоп =  и гидравлический радиус ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++= 212 mmhR ββ . Теперь 

можно найти скорость течения воды в канале, параметры которого соответствуют минимуму 
объема земляных работ λопiRgU 2= . Обычно в каналах не допускаются деформации русла, 

поэтому высота выступов «технологической шероховатости» Δ  определяется типом землеройной 
техники, используемой для формирования ложа канала (например, с помощью бульдозеров, 
скреперов и т. п.). Коэффициент гидравлического трения определяется из формулы квадратичного 
сопротивления: 

25,441 +Δ= Rlgλ . (12)
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С целью увеличения пропускной способности канала и уменьшения вероятности 
возникновения в нем руслового процесса технологическую шероховатость устраняют с помощью 
катков. В этом случае течение воды в канале может оказаться в переходной области, в которой 
коэффициент гидравлического трения определяется по формуле [20]: 

( )RR i Δ−+Δ= Arlglg 24,365,941 λ , (13)

где 23 νRgiопi =Ar  − критерий Архимеда, в нем ν  – коэффициент кинематической вязкости 
воды. Вводится понятие − коэффициент неоднородности грунта, слагающего ложе канала: 

595 dd=ε , где 95d  и 5d  − размеры частиц, которых в пробе грунта содержится меньше 
соответственно 95% и 5% от массы всей пробы. Если грунт однородный, то выполняется условие 

5,2≤ε , и связь высоты выступов шероховатости со средним размером частиц грунта d  
принимается в виде [21]: 

096,05,3 −=Δ dd Ga , (14)

где 23 νdgd =Ga  − критерий Галилея. Для несвязных грунтов, у которых 5,2>ε , 

рекомендуется принимать .95d=Δ  

Формулы (12) и (13) должны быть проверены на соответствие области сопротивления. 
В частности формула (12) справедлива, если выполняется условие 50>Δ= ∗∗ νuRe , в котором 

динамическая скорость потока ∗u  определяется из зависимости: 222 Uu λ=∗ . Формула (13) 

справедлива при условии: 50≤≤ ∗Re5 . 

После определения скорости течения можно найти площадь живого сечения: UQ=ω , 

а также глубину потока в канале: ( )mh += βω . Последняя сравнивается с той, которая была 
принята в начале расчетов. Если глубины совпадают с приемлемой точностью, расчеты, 
связанные с определением величин опx  и опi , на этом заканчиваются. Если не совпадают, то их 
следует продолжить методом последовательных приближений. В завершении расчетов по 
формуле (6) находится приведенный объем работ, а по (7) − истинный объем (в ней опxx = ).  

Теперь изложим алгоритм решения задачи в случае, когда 00 >i  (земная поверхность имеет 

прямой уклон вниз по течению воды в канале). Здесь глубиной воды в канале h  приходится 
задаваться уже в начале расчетов. Это позволяет определить параметр hlix 00 = , а также найти 

отношение ( ) ammx =+β5,010 . С тем, чтобы ускорить процесс поиска решения, целесообразно 

начать его с определения глубины потока в канале h  при 00 =i , принимая ее в качестве первого 
приближения. В зависимости от величины параметра a  возможны два случая решения задачи. 
В первом случае 5,1<a , и алгоритм решения совпадает с тем, который изложен выше, в 

результате приходим к квадратному уравнению (9). Его корень, равный опx , находим из 
формулы (11). В ней следует принять: 

( )( ) 15,0321 mmap +−= β ; ( ) ( ) ( ) 2
1

22
1 5,03

1 mmaammq +−++= ββ . 

После того как с приемлемой точностью будет определена глубина потока h , нужно ввести 
поправку в параметр 0x , заменив в нем принятую в начале расчетов глубину на ту, которая была 
определена в результате расчетов. Далее расчеты продолжаются до тех пор, пока глубины 
потока, содержащиеся в параметрах 0x  и x , не совпадут с заданной точностью. 
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Во втором случае 5,1>a , и алгоритм решения задачи следующий. Принимаем 0ii = , 
задаемся глубиной потока, находим гидравлический радиус, скорость течения, площадь живого 
сечения и глубину потока, которую сравниваем с заданной. Расчеты продолжаются методом 
последовательных приближений. В этом случае минимальный объем выемки грунта равен lω . 

Может оказаться, что скорости течения воды в канале оптимальных размеров превышают 
неразмывающую для частиц грунта, слагающих ложе канала. В качестве альтернативы можно 
рассмотреть канал в русле, облицованном бетоном в пределах смоченного периметра χ . Для 

дальнейших преобразований удобно выразить толщину облицовки 0h  в долях от глубины потока 

h : hkh 00 = , где 0k  − коэффициент перехода от глубины потока к толщине облицовки. В начале 

расчетов коэффициент может быть принят равным .10,005,0 −  В конце расчетов, в результате 
которых будут найдены оптимальные параметры канала, толщину облицовки можно принять в 
соответствии с действующими нормативными документами и внести поправку в исходные данные, 
чтобы повторить расчет с исправленной толщиной бетонной облицовки. Следовательно, площадь 
бетонной облицовки в живом сечении канала в начале расчетов может быть определена из 

формулы: 0
22

00 12 kmhh ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++== βχω .  

В соответствии со строительными правилами бетонное покрытие укладывается на слой 
подготовки. Толщину слоя подготовки будем определять в долях от толщины бетонного покрытия 
с помощью коэффициента перехода от бетонных работ к специальным земляным работам по 
созданию подготовки пk . На начальном этапе расчетов можно принять переходный коэффициент 

равным 108 − . После того как будет определена толщина бетонного покрытия, нужно внести 
уточнения в толщину подготовки в соответствии с действующими нормативами. Таким образом, в 
начале расчетов в живом сечении потока площадь бетонной облицовки с учетом подготовки 
принимаем по следующей зависимости:  

1
22 12 kmh ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=Δ βω , (15)

где ( )пkkk += 101 . 

В расчетах дополнительные затраты, связанные с созданием в канале бетонного покрытия, 
могут быть учтены двумя методами. В первом к стоимости земляных работ, необходимых для 
создания канала, прибавляют стоимость бетонного покрытия и подготовки. Во втором к объему 
земляных работ добавляются объемы бетонного покрытия и подготовки с использованием 
укрупненных переходных показателей.  

Объем земляных работ по созданию канала в земляном русле с облицовкой согласно (1) 
найдется из формулы: 

( ) ( ) lBiilmiillV ωω Δ+−+−+= 10
2

1
2

0
3 5,03 . (16)

Зависимость (16) отличается от (1) наличием четвертого слагаемого lωΔ , которое 
определяет размеры облицовки с подготовкой. Произведем преобразования этого члена, 

используя связь глубины h  с площадью ω : =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=Δ lkmhl 1

22 12βω

( )mkml +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= ββω 1

212 , получим: 

( ) ( ) ( )mkmlBiilmiillV +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−+−+= ββωω 1

2
10

2
1

2
0

3 125,03 . (17)
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Дальнейшие преобразования уравнения (17) совершаются в том же порядке, как это было 
сделано в случае необлицованного канала. В результате придем к квадратному уравнению (9). 
В нем параметр p  не изменится, а параметр q  станет равным: 

( ) ( ) 11
2

10
2
01 125,03 mkmmxmxmmq ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++−++= βββ . (18)

Новое слагаемое не изменит знак дискриминанта, поскольку в нем 01 >k , остальные 
параметры тоже больше нуля. Вместе с тем не изменятся выводы, касающиеся роли уклона 
земной поверхности 0i  и пределов изменения зависящих от него параметров 0x  и a . Корень 

квадратного уравнения (9), отвечающий поставленной задаче, равный опx , находим из 
формулы (11). Параметр q  в ней определяется зависимостью (18). Для реализации этих расчетов 
необходимо знать высоту выступов абсолютной шероховатости бетонной поверхности. 

Не исключается, что каналы большой протяженности, облицованные бетоном по всей длине 
в пределах смоченного периметра, даже в случае оптимального решения окажутся очень 
дорогими. Тогда возникает задача поиска оптимального решения для канала, в котором бетонное 
покрытие заменяется слоем крупнозернистого материала, устойчивого к размыву под действием 
скорости течения воды в канале. Обоснование возможности такого решения поясняет рисунок 4.  

 
Рисунок 4. Выбор оптимального решения в большом и в малом каналах и крупности 

отдельностей защитного слоя в большом 

На рис. 4а приведен график зависимости ( )Rfiн = , где нi  − уклон канала, 
соответствующий неразмывающей скорости потока, R  − гидравлический радиус. Для получения 
этой зависимости нужно принять динамическую скорость потока iRgu =∗  равной динамической 
скорости, соответствующей началу трогания частиц грунта, который образует защитный слой в 
канале [21]: 

( ) ρρρ −= −
∗ 1

12 Dgau n
н Ar , 

где D  − геометрический размер частиц грунта; a  и n  − параметры, зависящие от области 
сопротивления частиц (в конечном счете − от их размеров); 1ρ  и ρ  − соответственно плотность 

вещества частиц (чаще всего это кварц) и воды; ( ) ρνρρ 2
1

3 −= DgAr  − критерий Архимеда. 

При условии 22
нuu ∗∗ =  находим уклон нi : 

( ) ρρρ RDai n
н −= −

1
122Ar . (19)
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Крупные частицы несвязного грунта находятся в области квадратичного сопротивления, их 
параметры равны [21]: 162,0=a ; 5,0=n . Отсюда находим уклон канала, соответствующий 
неразмывающей скорости потока: 

( ) ρρρ RDaiн −= 1
2 . (20)

В частности, для частиц кварца в воде можно принять ( ) 65,11 =− ρρρ , поэтому 

RDiн 043,0= .  

Кривая на рис. 4а относится к определенному размеру d  частиц несвязного грунта (это 
может быть средний размер частиц грунта, в котором прокладывается трасса канала). В точках, 
расположенных на графике ниже этой кривой, средняя скорость течения воды в канале меньше 
неразмывающей, поскольку во всей этой области выполняется условие: нii< . Наоборот, в точках, 

расположенных на графике выше кривой, справедливо условие: нii > , поэтому средняя скорость 
течения воды в канале будет больше неразмывающей. 

На рис. 4б дан график зависимости объема земляных работ от уклона дна канала (получен 
путем поворота графика, приведенного на рис. 1б, против часовой стрелки на угол 90°, после чего 
представлен в зеркальном отображении). Ось i  параллельна оси нi  и направлена вертикально 

вверх. Допустим, канал имеет малые размеры, и гидравлический радиус мR  в нем невелик 

(см. рис. 4). На графике находим уклон нмi , соответствующий этому радиусу. Через точку нмi  на 

кривой ( )Rfiн =  проводим прямую, параллельную горизонтальной оси таким образом, чтобы она 

вошла на рисунок 4б и пересекла кривую ( )Vi ϕ= . Из построения рисунка следует, что объем 

земляных работ в таком канале мV  превышает оптимальный опV . Инженер, принимающий 
решение, будет стремиться к тому, чтобы найти оптимальный объем (направление поисков 
указано стрелкой в сторону опV ). Так или иначе, должно быть принято оптимальное решение или 

близкое к нему, в котором выполняется неравенство нмоп ii < , следовательно, скорость течения в 
канале будет меньше неразмывающей. Это следует из дальнейших построений, выполненных на 
рис. 4. Если через точку ( опоп Vi , ) провести прямую, параллельную горизонтальной оси, до 

пересечения ее с вертикальной прямой на рис. 4а, проходящей через точку мR , то точка 

пересечения l  окажется в области, где скорости течения воды в канале меньше неразмывающих. 

Пусть канал имеет большие размеры, и гидравлический радиус бR  в нем велик (см. рис. 4). 

Находим уклон нбi , соответствующий этому радиусу. Через точку нбi  на кривой ( )Rfiн =  

проводим прямую, параллельную горизонтальной оси до пересечения с кривой ( )Vi ϕ= . Из этого 

построения следует, что объем земляных работ в таком канале бV  превышает оптимальный опV . 
Инженер примет оптимальное решение или близкое к нему (на рисунке поиск отражает стрелка на 
кривой в сторону опV ), в котором выполняется неравенство нбоп ii > , следовательно, скорость 

течения в канале будет больше неразмывающей. Если через точку ( опоп Vi , ) провести прямую, 
параллельную горизонтальной оси, до пересечения ее с вертикальной прямой на рис. 4а, 
проходящей через точку бR , то точка пересечения b  окажется в области, где скорости течения 
воды в канале больше неразмывающих. Используя формулу (20), можно определить размер 
отдельностей D  несвязного материала, которые не будут размываться потоком воды в канале. 
На рис. 4а этому условию соответствует пунктирная кривая, проходящая через точку b . 
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Поиск оптимального решения для канала, русло которого защищено от размывов с 
помощью защитного слоя из крупнозернистого материала, в основных положениях не отличается 
от рассмотренного выше поиска аналогичного решения для русла, облицованного бетоном. 
Вместе с тем, используя рекомендации нормативных документов, необходимо определить 
количество слоев защитного покрытия, тем самым найти средний размер отдельностей грунта в 
нем. Они потребуются в расчетах коэффициента гидравлического трения. После того как будут 
определены глубина воды и уклон дна канала, соответствующие его оптимальным размерам, из 
формул (19) или (20) находится размер частиц грунта, образующего в канале защитный слой.  

Следует остановиться на задаче создания устойчивого русла канала (не подверженного 
деформации размыва) в естественных несвязных грунтах без покрытий в виде бетонной 
облицовки или слоя крупнозернистого материала. Прежде всего, нужно решить, какая скорость 
течения в канале должна быть меньше или равна неразмывающей. Можно, например, 
потребовать, чтобы такой скоростью была средняя скорость течения воды в канале. Но скорость 
течения распределена по живому сечению неравномерно: в центре канала она превышает 
среднюю. Следовательно, здесь начнутся деформации размыва. Как показывают исследования в 
этой области [22–24], русловой процесс, возникший в локальной поверхности дна водотока, 
быстро захватывает весь водоток. Начинаются явления, достаточно подробно описанные в работе 
[25], названные циклическими деформациями русел рек, которые сопровождаются образованием 
таких русловых форм, как гряды, рифели, побочни, осередки, излучины (меандры) и старицы на 
речной пойме.  

Аналогичная картина наблюдается в местах, где русло канала изогнуто в плане. 
Максимальная скорость течения в изогнутом русле наблюдается у вогнутого берега, где 
зарождается русловой процесс. В таком русле течение воды на повороте становится винтовым, 
так что продукты размыва вогнутого берега переносятся на противоположный выпуклый берег. 
Таким образом, возникают условия, способствующие образованию и развитию в канале излучины. 
Наконец, плохо укатанная или пропущенная технологическая шероховатость может стать 
источником зарождения в русле канала руслового процесса. Однако при этом устойчивый канал в 
естественном грунте без покрытий с малой скоростью течения, не обладающий оптимальными 
размерами, вполне может оказаться дешевле канала оптимальных размеров с покрытиями из-за 
большой стоимости покрытий. 

Выводы 
1. В статье рассмотрена функция цели, учитывающая объем выемки грунта для создания 

живого сечения и дополнительный объем, необходимый для придания дну канала нужного уклона 
в условиях равномерного движении воды в нем. Доказано, что функция цели обладает 
минимумом, параметром оптимизации является уклон дна.  

2. Поиск оптимального решения тесно увязан с гидравлическими расчетами параметров 
живого сечения канала, которые делятся на зависимые и независимые. В качестве последних 
можно указать коэффициенты заложения откосов выше и ниже уровня воды в канале и 
относительную ширину канала по дну.  

3. В расчетах учитывается уклон местности, по которой проходит трасса канала. 
Рассмотрены три варианта живого сечения: в естественном грунте без каких-либо покрытий; в 
русле, облицованном в пределах смоченного периметра бетоном; в русле, облицованном в 
пределах смоченного периметра защитным слоем, состоящим из крупнозернистого материала. 
Скорость течения воды в естественном русле без покрытий сравнивается с неразмывающей. 
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При учете взаимодействия сооружения с грунтовым основанием чаще всего используется 
модель винкелерового основания, которая, несмотря на простоту при расчете, не позволяет 
учесть ряд физических эффектов, связанных с инерционными свойствами грунтового основания. 
Модель упругого полупространства лишена этого недостатка, однако вследствие математической 
сложности не позволяет получить аналитическое решение в замкнутом виде за исключением ряда 
частных статических задач.  

При оценке динамического поведения наряду с вышеперечисленными факторами 
необходим также учет волнового уноса энергии от сооружения в бесконечное грунтовое 
основание. Решение этого вопроса усложняется, если, помимо волнового уноса, учитываются 
неоднородно вязкоупругие свойства материала (внутренняя диссипация), сооружения и 
основания. 

Многие существующие модели системы «сооружение – основание» даже в упругом случае 
не позволяют описать динамический процесс уноса энергии в бесконечность. Поэтому для 
бесконечного основания в численных расчетах необходимо использовать неотражающие 
граничные условия на фиктивных (искусственных) границах расчетной области [1, 2]. 

Изученность вопроса 
Существует достаточное количество работ, где предлагается использование неотражающих 

условий на границе конечной области основания. 

В работах [3, 4] для замены бесконечной области основания конечной предлагается 
использовать условия вязкой границы (демпферы) на контуре конечной области. Определена 
оптимальная величина коэффициента вязкости для условий вязкой границы. Исследован процесс 
распространения гармонических сдвиговых волн в бесконечной области. Выявлено уменьшение 
вибраций при установке волновых барьеров в виде канав или стоков. 

Предлагается метод исключения отражений волн от контура рассматриваемой конечной 
области при помощи комбинации граничных условий Дирихле и Неймана [5]. Эти условия 
подбираются таким образом, чтобы полностью исключить отражение волн. 

В работе [6] используются условия, при которых учитывается прохождение волн через 
границу области при решении плоской задачи о распространении волн от штампа, 
расположенного на поверхности полупространства. 

В работах [7, 8, 9] предлагаются поглощающие граничные условия, основанные на 
специальных аппроксимациях скалярного и векторного волновых уравнений. В дальнейшем эти 
условия развиваются для основного класса волновых уравнений, но утверждается, что они трудно 
реализуемы. 

В работе [10] рассматривается задача об осесимметричных колебаниях гибкого кольца, 
лежащего на вязкоупругом слоистом основании. Для приближенного решения задачи под кольцом 
выделяется цилиндрическая область, границы которой излучают энергию во внешнюю среду. 
Анализируются демпфирующие свойства системы при различных частотах возбуждения. 
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Авторами работы [11] рассмотрены неустановившиеся колебания туннеля метрополитена 
при сейсмических воздействиях. Бесконечная область сводится к конечной специальным 
условием на контуре. 

Авторы работы [12] методом конечных элементов решают линейную задачу о 
взаимодействии поверхностной волны Рэлея, распространяющейся в песчаной среде, с жестким 
частично заглубленным в грунт сооружением. При этом авторы подробно обсуждают проблему 
моделирования прохождения волн через воображаемый ограничительный контур. 

Исследуются  колебания, напряженное состояние и устойчивость оснований фундаментов 
под машинами с использованием неотражающих граничных условий для конечной области 
основания [13]. При этом отмечается, что затухание колебаний обусловлено как поглощением 
энергии грунтом, так и оттоком упругих волн от фундамента к основанию. 

В работах [1, 14–18] решаются различные одномерные, плоские и осесимметричные 
динамические задачи для сооружений с основанием с использованием неотражающих граничных 
условий на границе конечной области основания (с учетом волнового уноса энергии). При этом 
используются различные виды неотражающих граничных условий и вязкоупругие свойства 
материала сооружения и основания. 

В работе [19] при решении динамических контактных задач используются условия излучения 
для продольных и поперечных волн в упругом основании. 

В работе [20] рассматривается взаимодействие сооружений АЭС с основанием при 
сейсмических воздействиях с установкой на конечной области основания неотражающих 
граничных условий. 

В работе [21] исследуется эффективность пассивной виброизоляции в вязкоупругом 
основании при гармоническом воздействии, создаваемом поездами метрополитена. При решении 
этой задачи используется постановка задачи, методы решения и условия неотражающей границы, 
приведенные в работе [1].  

В работе [22] построены функционалы для численного анализа диссипативных систем, 
позволяющие учесть гистерезис в грунте и излучение энергии в основании упругими волнами. 
Приведены практические рекомендации по учету динамического взаимодействия фундамента с 
грунтовой толщей. 

Фундаментальная работа [2] посвящена проблеме постановки корректных граничных 
условий на искусственных границах расчетной области, математическому обоснованию, анализу и 
их эффективности при решении конкретных задач. Дан анализ множества опубликованных работ, 
в которых использованы искусственные граничные условия и полученные при этом результаты. 

В работе [23] для численного моделирования сооружений, взаимодействующих с 
основанием при сейсмических воздействиях на границе неоднородного массива грунта 
ограниченных размеров, используются поглощающие граничные условия. Показано существенное 
влияние на НДС неоднородного ограниченного массива грунта с поглощающими граничными 
условиями. 

В работе [24] при решении задачи на динамическое воздействие исключаются волны, 
отраженные от нижней границы условно выделенной конечной подобласти. При таком подходе 
отброшенная часть основания моделируется относительно простой системой, параметры которой 
выбираются из феноменологических свойств основания. 

В работе [25] при оценке динамического поведения конкретных грунтовых плотин 
обсуждается вопрос о необходимости исключения отраженных волн от границы конечной области 
основания, для чего при решении конкретных задач используются специальные условия. 

В работе [26] при разработке и создании деформационного мониторинга инженерных 
сооружений используется расчетная схема «грунтовое основание – фундамент – сооружение» с 
неотражающими условиями на границе конечной области основания. 

В работе [27] для численного моделирования ударного взаимодействия тел с мерзлым 
грунтом используются искусственные неотражающие условия на границах расчетных областей.  
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Для упругого материала n-го элемента системы величины 
~λn  и ~μn  являются константами 

Ламе, для вязкоупругого – интегральными операторами Вольтерра [28]: 
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(3)

• соотношения Коши, связывающие компоненты тензора деформации ijε  с компонентами 

вектора перемешений ur : 
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• и один из видов неотражающих условий [1, 2, 14]: 
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Условия (5) обеспечивают прохождение через границы конечной области V5 продольных и 
поперечных волн; условия (7) – волн Рэлея, а условие (6) означает установку вязких демпферов 
на границе конечной области. 

Здесь ur , ijε , ijσ
 

– соответственно, компоненты вектора перемещений { }21,uuu =
r

, 

тензоров деформаций и напряжений; urδ , ijδε
 

– изохронные вариации перемещений и 

деформаций; nρ  – плотность материала n-го элемента системы; f
r

 – вектор массовых сил; p  – 

вектор внешних нагрузок; nn μλ ,
 

– константы Ламе; 
nn

ГГ μλ , – ядра релаксации; ( )tϕ  – 

произвольная функция времени; jν
 
– направляющие косинусы внешней нормали; Rccc ,, 21  – 

скорости распространения продольной волны, поперечной волны и волны Рэлея в 
полупространстве (при учете вязкоупругих свойств материала основания эти величины являются 
комплексными); ijδ  – символ Кронеккера; n=1,2,3,4,5 – нумерация элемента ситстемы; i,j=1,2. 

Рассматриваются собственные, установившиеся и неустановившиеся вынужденные 
колебания неоднородной системы (рис. 1). Все рассматриваемые задачи решаются методом 
конечных элементов (МКЭ) с разбиением области V+V5 на различные типы конечных элементов. 
При решении конкретных задач разделение области V+V5 (рис. 1) на конечные элементы 
осуществляется с учетом конструктивных особенностей и физико-механических свойств 
материала разных частей системы. 
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Методы и алгоритмы решения задачи 
Собственные колебания 

Задача о собственных колебаниях системы (рис. 1) с использованием процедуры МКЭ 
сводится к решению задачи на собственные значения алгебраического уравнения с комплексными 
коэффицентами: 

[ ] [ ] [ ]( ) { } 02 =+− XMCiK ωω . (8)

Здесь [ ]M  – матрица массы; [ ]K  – матрица жесткости и [ ]C  – матрица, учитывающая 

волновой унос энергии через границу конечной области. Элементы матриц ( ijij ck , ) являются 

комплексными величинами, iR iωωω −=   – собственная частота, { }=X { } }{ IR XiX −  – 
собственный вектор.  

В уравнении (8) комплексные матрицы появляются при учете вязкоупругих свойств 
материала и замене интегрального оператора Вольтерра (3) комплексными соотношениями [29, 
30] вида:  
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,, CS
nn ГГ λλ

C
n

S
n
ГГ μμ ,  – синусы и косинусы образа Фурье ядра ( ) ( )ττ μλ nn ГГ , . 

Рассматриваемая система (рис. 1) даже при учете только упругих свойств материала и при 
использовании условий (5)–(7) является неконсервативной, поэтому собственные частоты и 
формы колебаний (ω  и { }X ) являются комплексными величинами. Действительная часть Rω  
комплексного параметра ω  по своей физической сути является частотой свободных затухающих 
колебаний системы, а мнимая 

I
ω  несет информацию о скорости затухания колебаний и с 

точностью до знака равна коэффициенту демпфирования, являющемуся количественной 
характеристикой скорости затухания колебаний и определяющему диссипативные свойства 
системы в целом. Этим объясняется правомерность употребления термина волновой унос 
энергии через границу конечной области V5. 

Для нахождения корней комплексных алгебраических уравнений (8) разработан 
специальный алгоритм и программный комплекс на ЭВМ [31] с использованием метода Мюллера 
[32], а для определения собственных векторов – метода Гаусса.  
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Установившиеся вынужденные колебания 
При продолжительном гармоническом воздействии начальные условия не влияют на 

движение системы. В этом случае диссипативные свойства системы проявляются главным 
образом в резонансных режимах. В качестве количественной оценки интенсивности 
диссипативных процессов используются резонансные амплитуды перемещений и напряжений. 

При рассмотрении такого движения использование процедуры МКЭ сводит задачу к 
решению системы алгебраических уравнений с комплексными коэффицентами, т. е. 

[ ] [ ] [ ]( ) { } { } { }fFuMCiK +=Ω−Ω− 2
. (12)

Здесь [ ]M , [ ]K , [ ]C  имеют тот же смысл, что и выше; Ω  – заданная действительная 

частота внешнего воздействия; { }X  – вектор искомых комплексных амплитуд; { }f  – 

амплитудный вектор периодического воздействия; { }F  – суммарный вектор внешних нагрузок 
(массовые силы, гидростатическое давление воды и др.). 

При формировании уравнений (12) оператор Вольтерра точно заменяется [30] 
комплексными соотношениями (9) с учетом бесконечного нижнего предела интеграла в (3). 

Алгебраическое уравнение с комплексными коэффициетами (12) решается методом Гаусса. 

Неустановившиеся вынужденные колебания 
При кратковременных динамических воздействиях в системе возникают неустановившиеся 

вынужденные колебания, исследование которых позволяет определить максимальные значения 
перемещений и напряжений сооружения в течение всего процесса воздействия и выявить 
наиболее напряженные участки в системе с учетом различных параметров материала и 
конструктивных особенностей сооружения. 

Для этого случая рассматриваемая задача для системы (рис. 1) с использованием 
процедуры МКЭ сводится к решению системы линейных интегро-дифференциальных уравнений  

[ ] ( ){ } [ ]{ } [ ]{ } { } { } ( )[ ] ( ){ } τττ duKtГtfFtuKtuCtuM
t

∫ −++=++
0

)()()(&&&  (13)

с начальными условиями  

( ){ } { } ( ){ } { }00 v0,0 == uuu & . (14)

Здесь матрицы [M], [K] являются матрицами массы и жесткости системы; [ ]C   – матрица, 

учитывающая волновой унос энергии; ( ){ }tu  – вектор искомых амплитуд перемещений; ( ){ }tf  – 

вектор динамической нагрузки; { }F  – суммарный вектор статических нагрузок (массовых сил, 
гидростатического давления воды и др.). 

Решение системы интегро-дифференциальных уравнений (13) при начальных условиях (14) 
осуществляется методом Ньюмарка [33]. 

Результаты исследований 
Задача 1 

Рассмотрены тестовые задачи по определению собственных частот и амплитудно-
частотных характеристик  продольных вынужденных колебаний вязкоупруго стержня конечной 
длины (с различными условиями закрепления концов) с ядром А.Р. Ржаницына [28] 

1ttAe)t(Г −−= αβ  (15)

и кусочно-однородного полубесконечного упругого стержня [15].  
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В табл. 1 приведены полученные комплексные собственные частоты ( iR iωωω −= ) 
вязкоупругого стержня, где значение действительной части Rω  меньше частоты упругого стержня. 
Почти пропорциональность действительных Rω  и мнимых iω  частей означает слабую 
зависимость логарифмического декремента от частоты собственных колебаний. 

Таблица 1. Собственные частоты вязкоупругого стержня 

Собственные частоты ω =ωR – iωI 

№ собственных частот Точное решение Полученное решение 

ω1 6.4130 – i 0.0336 6.4134 - i 0.0336 

ω2 12.8547- i 0.0628 12.8549 - i 0.0628 

ω3 19.3059 - i 0.0904 19.3082 - i 0.0903 

ω4 25.7628 - i 0.1170 25.7713 - i 0.1170 

ω5 32.2240 - i 0.1430 32.2361 - i 0.1435 

В табл. 2 приведены комплексные собственные частоты кусочно-однородного упругого 
стержня с неотражаюшими границами. Длина стержня 150.0 см; отношение радиусов r1/r2=10.0; 
модули Юнга и плотности составляющих частей E1=E2=10.05 кгс/см2; 2ρ = 2ρ =1.0 кгс* сек2/см4.  

Таблица 2. Собственные частоты упругого кусочно-однородного стержня с 
неотражающими граничными условиями 

Собственные частоты iR iωωω −=  

№ собственных частот Точное решение Полученное решение 

ω1 6.6230 – i 0.0115 6.6237 - i 0.0115 

ω2 13.2461- i 0.0115 13.2483 - i 0.0115 

ω3 19.8692 - i 0.0115 19.8743 - i 0.0115 

ω4 26.4922 - i 0.0115 26.5004 - i 0.0115 

ω5 33.1153 - i 0.0115 33.1329 - i 0.0115 

Исследование установившихся вынужденных колебаний этих стержней при различных 
частотах внешнего воздействия и полученная амплитудно-частотная характеристика потвердили 
выводы связанные с проявлением диссипации.  

Анализ результатов показал, что наличие бесконечной области в упругой колебательной 
системе приводит к возникновению диссипации, связанной с волновым уносом. Действительная 
часть частот собственных колебаний кусочно-однородного полубесконечного стержня совпадает с 
частотами упругого стержня конечной длины с закрепленным концом, а для вязкоупругого стержня 
конечной длины эта частота меньше частоты соответствующих упругих стержней. Диссипация, 
связанная с вязкоупругими свойствами материала, слабо зависит от частоты собственных 
колебаний, а волновой унос энергии в кусочно-однородном полубесконечном упругом стержне 
интенсивнее всего проявляется на первых частотах колебаний. 

Задача 2 
Исследуется решение осесимметричной задачи Лэмба для упругого полупространства с 

установленным на поверхности жестким круглым штампом, совершающим гармонические 
колебания в вертикальном направлении. При решении задачи из полупространства вырезается 
конечная осесимметричная область объемом V5, на границе которой ставится одно из 
неотражающих условий (5)–(7).  

При решении задачи использовались исходные данные [34]: площадь подошвы штампа 
F = 65.6 м2; амплитуда вертикальных колебаний штампа A = 0.85 х 10-3 м; скорость 
распространения поперечных волн в грунте c2 = 100 м/с; отношение скорости продольных волн к 
скорости поперечных волн 3/ 21 ≈cc .  

Экспериментальные данные приводятся в работе [34], где исследуется распространение 
волны в грунте от фундамента молота. 

100



Инженерн
 

Мирсаидов 
основание» 

На р
разработан
полученны
собой. 

Таким
неотражаю
приводят к 

В ре
неотражаю
имеющие о

Подв
установивш
неотражаю
внешнего в
области. И
избавиться

С ис
динамичес
нестациона
плотины и 

При р

• дл
m
Е 
па

• дл
ве

 

 

но-строите

М.М., Султ
с учетом вол

рис. 2 спло
нной метод
е теоретиче

м образом
ющих границ
одинаковым

шении осес
ющих границ
отношения к

водя итоги 
шихся вынуж
ющих услови
воздействия
Использован
я от резонан

Рисунок 2

спользовани
ком повед
арном динам
изменяюще

расчетах пр

ля плотины
1 = m2 = 2.2 
= 3000.0 МП
араметры яд
ля основани
ес грунта γ  

ельный жу

анов Т.З., Ру
лнового уноса

ошной лини
дики, а точк
еские резул

м, решение
ц, классиче
м результат

симметрично
ц появляютс
к рассматри

численного
жденных кол
ий можно и
я отлична от
ние же нео
нса, не имею

2. Амплитуд
вертик

ием неотра
дении вязко
мическом во
емся по зако

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=)(tР

ринималось:

ы: высота 
м; ширина
Па; коэффи
дра релакса
ия: модуль 
= 2.8 тс/м3; 

урнал, №4

уми Д.Ф. Оц
а энергии 

ией обознач
ками – рез
льтаты и эк

е задачи 
еское реше
там, зависящ

ой задачи Л
ся резонансы
ваемой зада

о решения 
лебаниях ко
использоват
т искусствен
отражающих
ющего места

да колебан
альном гар

З
ажающих ус
оупругой с
оздействии 
ону: 

+
0

1250000
100000

t

 

Н = 168.0 м
а гребня 
ициент Пуа
ации [30]: А =
Юнга Е = 36
параметры 

4, 2013

ценка динам

чены резул
зультаты эк
ксперимента

Лэмба, по
ение [35], а
щим от выбо

Лэмба для к
ы, вызванны
аче.  

задачи Лэ
онечной обл
ть только в
нных собств
х условий н
а в действит

ий поверхн
рмоническо

Задача 3 
словий (5)–
системы «о
Р(t) в кН, пр

100000
0

   пр

м, коэффи
b = 10.0 м; 

ассона ν = 
= 0.0146; α =
600.0 МПа; 
 ядра релак

мического по

льтаты расч
ксперимента
альные дан

олученное 
а также экс
ора объема 

конечной об
ые колебани

эмба, следу
ласти основа
 исключите
венных част
на границе 
тельности. 

ности полуп
ом воздейст

–(7) рассма
основание 
риложенном

ри  

t
t
t

4,0
0

≥
<≤
=

циенты ве
свойства 

0.3; удельн
= 0.2; β = 0.0
коэффицие
ксации [30]: А

оведения сис

чета, получ
а [34]. Из р
ные достато

с использ
спериментал
V5 цилиндр

бласти без п
иями конечн

ует отмети
ания при отс
ельных случ
тот рассмат
конечной 

пространст
твии 

атривается 
– сооруже
 на удалени

cek
cek

4
4,0

0
. 

рхового и 
материал

ный вес гр
0000057; 
ент Пуассон
А = 0.034; α

стемы «соору

ченные с п
рисунка вид
точно близк

ьзованием 
льные данн
рического те

постановки 
номерного т

ить, что зад
сутствии на 
чаях, когда 
триваемой к
области по

 

тва при  

плоская за
ение» (рис
ии 25 м от по

низового 
ла: модуль
рунта γ  = 2

на ν = 0.3; уд
α = 0.25; β = 

АНАЛИЗ 

ужение – 

помощью 
дно, что 
и между 

условий 
ные [34] 
ела.  

условий 
ела и не 

дачу об 
границе 
частота 

конечной 
озволяет 

адача о 
с.1) при 
одножия 

откосов 
ь Юнга 
2.2 тс/м3; 

дельный 
0.00036.  

101



ANALYSIS Magazine of Civil Engineering, №4, 2013
 

Мирсаидов М.М., Султанов Т.З., Руми Д.Ф. Оценка динамического поведения системы «сооружение – 
основание» с учетом волнового уноса энергии 

Решение уравнения (13) при указанных параметрах выявило, что возникающие в результате 
приложенной нагрузки Р(t) волны создают неравномерное поле перемещений в теле плотины. 
Начало движения каждой точки соответствует времени подхода к ней фронта волны, 
определяемому расстоянием точки от места приложения нагрузки и скоростью распространения 
волны в грунте. Так, начало перемещений гребня плотины соответствует моменту t = 0.36 сек. 
Наибольшей деформации в начале процесса подвергается ближайшая к месту приложения 
нагрузки зона у подножия верхового откоса. По мере прохождения волны при отсутствии 
пластических деформаций подножие откоса с течением времени возвращается в исходное 
положение.  

На рис. 3 показаны изолинии распределения горизонтальных перемещений в сечении 
плотины в различные моменты времени. Волна от источника, находящегося в относительной 
близости от подошвы плотины, проходя по основанию, сначала вызывает смещение подножия 
верхнего откоса (рис. 3, а), а со временем охватывает более удаленные области сооружения 
(рис. 3, б, в, г). При этом нижняя область верхового откоса, ограниченная изолинией «1», в 
результате дифракции волны на стыке основания с откосом остается неподвижной. Изолиния с 
таким же индексом на нижнем откосе (рис. 3, б) соответствует положению фронта волны, перед 
которым находится невозмущенная (на момент t = 0.46 сек) область плотины (правая часть 
рисунка). В последующие моменты возмущение от нагрузки Р(t) полностью охватывает тело 
плотины, и распределение горизонтальных перемещений в ней представлено изолиниями 
(рис. 3, а–г). После прохождения волны деформированное состояние плотины постепенно 
стабилизируется за счет учитываемой в грунте вязкости. 

Величины горизонтальных перемещений на изолиниях (рис. 3) увеличиваются с равным 
интервалом 0.005 м от 0.0 м – на изолинии «1». Максимальные перемещения составляют 0.042 м 
и наблюдаются в области, ограниченной линией с индексом «9», на самой же линии перемещения 
составляют 0,04 м.  

a)  б)  

 

в)  г) 

  

Рисунок 3. Изолинии распределения горизонтальных перемещений (м) в сечении плотины в 
различные моменты времени t: а) 0.2 сек; б) 0.32 сек; в) 0.52 сек; г) 0.6 сек  

Напряженное состояние плотины, представленное главными напряжениями σ1 в различные 
моменты времени: в начале, в середине и в конце процесса, показано на рис. 4. Размерность 
напряжений – МПа. 

В начальный момент в плотине деформируется нижняя часть верхового откоса, где 
возникает зона растяжения с положительными напряжениями σ1 (линия «2» на рис. 4, а), которая в 
дальнейшем, по мере прохождении волны, распространяется вверх по откосу (рис. 4, б, в) и на 
всю внутреннюю область плотины (рис. 4, в, г). Величина напряжений σ1 на изолиниях (рис. 4) 
меняется с одинаковым шагом 0.05 МПа: от 0.0 МПа на линии «1» до 0.3 МПа на линии «6». 
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а) б) 

 
 

в) г) 

 
 

Рисунок 4. Изолинии распределения главных напряжений σ1 в сечении плотины в различные 
моменты времени t: а) 0.2 сек; б) 0.32 сек; в) 0.52 сек; г) 0.6 сек 

Максимальные касательные напряжения (σ12) возникают на поверхности верхового откоса 
(рис. 5): сначала у его подножия, а в дальнейшем по всей высоте, что чревато возможностью 
возникновения оползня на откосе (рис. 5).  

а) б) 

  
в) г) 

  
Рисунок 5. Изолинии распределения касательных напряжений σ12 в сечении плотины в 

различные моменты t: а) 0.2 сек; б) 0.32 сек; в) 0.52 сек; г) 0.6 сек 

Величина напряжений σ12 на изолиниях (рис. 5) меняется с шагом ±0.025 МПа от 0.0 МПа на 
линии «5» до ±0.1 МПа на линиях «1» и «9». 

Заключение 
1. Разработаны математическая постановка, методы и алгоритмы оценки динамического 

поведения неоднородных вязкоупругих систем «сооружение – основание» с учетом неотражающих 
условий на границе конечной области основания. 

2. Решение модельных задач выявило: 

• слабую зависимость диссипации энергии в системе с вязкоупругими свойствами 
материала от частоты собственных колебаний;  

• зависимость волнового уноса энергии от основных собственных частот колебаний 
системы; 
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• что использование неотражающих условий на границе конечной области основания 
позволяет избавиться от несуществующих резонансов при вынужденных колебаниях 
искусственно ограниченной системы. 

3. Исследование динамического поведения неоднородной вязкоупругой системы «плотина – 
основание» с неотражающими границами при кратковременном интенсивном воздействии в 
основании показало, что: 

• максимальные главные напряжения σ1, возникающие в нижней части верхового откоса, 
постепенно распространяются на весь откос и центральную область плотины; 

• максимальные главные напряжения σ2 достигаются вблизи подножия плотины и по мере 
распространения волны перемещаются вдоль основания непосредственно за фронтом 
волны; 

• максимальные значения касательных напряжений σ12 достигаются на поверхности 
верхового откоса сначала у подножия плотины, затем по всей поверхности откоса. 
В центре плотины касательные напряжения отсутствуют; 

• в период прохождения волны в плотине нарушается симметричная картина напряженного 
состояния, вызванная статическим воздействием гравитационных сил, при этом 
возникает несинхронное движение его частей, затухающее за счет вязкоупругих свойств 
материала системы.  
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