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Аннотация. Получено аналитическое выражение для прогиба и усилий в стержнях типовой 
плоской фермы балочного типа в упругой стадии. Замечено, что метод индукции, апробированный 
для широкого класса плоских и упругих регулярных ферм, не дает непосредственного компактного 
результата для ферм с наклонным верхним поясом. Разложение прогиба в ряд по малому 
параметру, характеризующему наклон, пригодно лишь для весьма малых наклонов, не 
характерных для реального практического применения. В формулы, выведенные для усилий в 
стержнях фермы, входят размеры фермы, номер стержня в поясе или решетке и число панелей. 
Найдены асимптотики решения для прогиба с учетом различной жесткости стержней (уклон 
верхнего пояса произвольный). Все аналитические преобразования выполнены в системе 
компьютерной математики Maple. 

Abstract . We have obtained an analytical expression for the deflection and forces in the rods of a 
flat truss of beam type in the elastic stage. We found that the induction method, which has been tested 
for a wide class of two-dimensional elastic and regular trusses, does not yield a direct and compact result 
for trusses with an inclined upper chord. Decomposing the deflection into a series of a small parameter 
characterizing the slope is only suitable for very small tilts that are not typical for real practical application. 
The formulas for the forces in the rods of the truss include the geometrical and physical parameters, the 
number of a rod in the belt or grid, and the number of panels. The asymptotics of the solution for the 
deflection taking into account the different rod stiffnesses (the slope of the upper belt is random) were 
found. All the analytical transformations were executed in the Maple computer algebra system. 

Введение 

Преимущество аналитических решений в строительной механике неоспоримо. Чем больше 
входит в такое решение параметров конструкции, чем универсальней постановка задачи, тем 
больший теоретический и практический смысл имеет такое решение. Обычные расчеты для 
конкретной фермы, в которые в качестве параметров входят размеры конструкции и величины 
нагрузок, не сложны, доступны для студентов, изучающих азы строительной механики, и имеют 
ограниченное применение. Обобщение же решения на произвольное число стержней или панелей 
требует использования пакетов символьной математики с применением метода индукции [1, 2]. 
Известны такие решения для регулярных систем, где можно выделить классы стержней 
одинаковой длины. Метод индукции дает гарантированный успех, если с увеличением параметра 
индукции (например, числа панелей), количество этих классов не растет. Например, для балочной 
фермы с параллельными поясами и произвольной решеткой количество таких классов составляет 
от двух (треугольная решетка без вертикальных стоек) до пяти-шести (шпренгельные решетки), 
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один из которых – это стержни нижнего и верхнего пояса. В результате в формулу для прогиба, 
рассчитанного по формуле Максвелла–Мора для упругих ферм, войдет ровно столько 
коэффициентов, зависящих от числа панелей, сколько классов длин стержней. В настоящей 
работе на примере стандартной фермы типа «Молодечно» [3, 4], широко используемой в практике, 
сделана попытка получить аналитическое решение для случая, когда с увеличением числа 
панелей неограниченно растет число классов длин стержней. Выбор типа исследуемой фермы 
связан с ее широким применением в практике. Исследования прочности и долговечности узловых 
соединений гнутосварных профилей фермы «Молодечно» проведены, в частности, в [4–10]. Для 
оптимизации формы подобных плоских ферм широко используются различные методы [10–14], в 
том числе методы нечеткой логики [15] и генетические алгоритмы [16–21]. 

Схема фермы 
Рассмотрим ферму с треугольной решеткой, моделирующую типовую ферму «Молодечно» 

(рис. 1). Длину панели характеризует параметр a , высоту – b , уклон верхнего пояса – c . 
Конструкция статически определимая. Действительно, в ферме, состоящей из 2 1k n= +  панелей, 
число стержней 8 10m n= + , включая три стержня, моделирующие неподвижные опоры. Число 
шарниров равно 4 5n + , следовательно, система уравнений равновесия, содержащая по два 
уравнения равновесия в проекциях на оси координат для каждого узла, замкнута. 

 

Рисунок 1. Ферма. 3, 7n k= =     

Математическая модель. Система уравнений 
Усилия в стержнях фермы, загруженной по верхнему поясу равномерной нагрузкой, 

определим методом вырезания узлов [22]. Для вычисления проекций усилий на оси координат 
потребуются направляющие косинусы усилий, которые удобно находить, зная координаты концов 
стержня. Шарниры фермы пронумеруем сначала по нижнему поясу слева направо, затем – по 
верхнему. Начало координат расположим в левой опоре: 

(2 1) , 0, 1,...,2 2,i ix i a y i n= − = = +  

2 2

2 2 4 6

2( 1) , 1,..., 2 3,

( 1), 1,..., 2.
i n

i n n i

x i a i n

y y b c i i n
+ +

+ + + −

= − = +
= = + − = +

. 

Порядок соединения узлов и стержней решетки фермы зададим условными векторами 

, 1,...,iV i m= . Компонентами этих векторов являются номера шарниров по их концам. 

Направления конфигурационных векторов произвольны, служат только для задания структуры 
соединений стержней и шарниров и не влияют на правило знаков усилий, которое остается 
общепринятым: сжатые стержни имеют отрицательные усилия, растянутые – положительные. Для 
стержней нижнего пояса имеем следующие векторы:  

[ , 1], 1,..., 2 1,iV i i i n= + = +  

Для стержней верхнего пояса: 

2 1 [ 2 2, 2 3], 1,..., 2 2i nV i n i n i n+ + = + + + + = + . 

Для раскосов решетки (восходящих и нисходящих): 

4 3 6 5[ , 2 2], [ , 2 3], 1,..., 2 2i n i nV i i n V i i n i n+ + + += + + = + + = + . 
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Длины стержней и проекции их векторных представлений на оси координат: 

2, 1, 2, 1,

2 2
1, 2, 1, 2,, , , 1,..., .

i i i ii i i i V V i V Vl l l l x x l y y i m= + = − = − =  

В номере ,i jV  первый индекс i  – это номер стержня, второй – номер компоненты вектора iV  

принимает значение 1 (условное начало стержня-вектора) или 2 (условный конец стержня). 
Матрица направляющих косинусов G  имеет следующие элементы: 

, , ,2/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., ,k i j i i iG l l k V j k m j i m= − = − + ≤ = =  

, , ,1/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., .k i j i i iG l l k V j k m j i m= = − + ≤ = =  

Систему линейных уравнений равновесия узлов запишем в матричной форме  

S Y=G . (1) 

Здесь S  – вектор неизвестных усилий длиной m , Y  – вектор нагрузок. Горизонтальные 

нагрузки, приложенные к узлу i , записываются в нечетные элементы 2 1iY − , вертикальные – в 

четные 2 .iY  Решение находим с помощью обратной матрицы 1S Y−= G . Данный метод особенно 

удобен при неоднократном решении системы с разными правыми частями. При определении 
перемещения узлов система уравнений решается дважды: один раз при вычислении усилий от 
действия внешней нагрузки, другой – от действия единичной силы, приложенной к заданному узлу, 
перемещение которого определяется. 

Расчет 
Найдем формулу зависимости прогиба середины пролета фермы от числа панелей и ее 

геометрических параметров. Используем систему компьютерной математики Maple [23–25]. 
Усилия в стержнях фермы от внешней нагрузки, приложенной к верхнему поясу, обозначим ,i PS , а 

усилия от единичной вертикальной нагрузки, приложенной к центральному узлу в середине 

пролета – is . Жесткости EF  всех стержней принимаем одинаковыми, деформациями опорных 

стержней пренебрегаем. Прогиб центрального узла нижнего пояса фермы определяем по 
формуле Максвелла–Мора 

,
1

1
.

m

i P i i
i

S s l
EF =

∆ = ∑  (2) 

В общем случае для произвольных значений размера c  аналитическое решение получается 
громоздким, поэтому выпишем результат, раскладывая решение в ряд по малым значениям c . 
Решение содержит только нечетные степени c . Учтем только первую степень: 

, (3) 

где 2 2d a b= + . Для разложения в ряд по c  использован оператор mtaylor системы Maple. 

Коэффициенты 1 2 3, ,C C C  получены индуктивным методом и имеют следующий вид: 

2 2 3
1, 2, 3,3 3

1, 2,2

( 1) n n n
n n

C a d C db C aP n
B a B d c

bb

 + ++∆ = + − 
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2
1,

2,

2
1,

2,

4 3 2
3,

(10 20 9)( 1) / 3,

1,

(5 10 6) / 3,

(2 3)(2 1) / 6,

(24 96 144 96 25) / 5.

n

n

n

n

n

B n n n

B n

C n n

C n n

C n n n n

= + + +

= +

= + +

= + +

= + + + +

 (4) 

Формулы для общих членов последовательностей выведены обобщением решений 12 ферм 
с числом панелей от 1 до 12 в половине пролета. Если общий член последовательности 2,nB  

очевиден, то в других случаях необходимо использовать аппарат преобразований системы Maple. 

Последовательность коэффициентов 3,nC , например, имеет вид: 77, 389, 1229, 15001/5, 6221, 

11525, 19661, 31493, 240001/5, 70277, 99533, 137093. Рекуррентное уравнение  

3, 3, 1 3, 2 3, 3 3, 4 3, 55 10 10 5n n n n n nC C C C C C− − − − −= − + − +  

для общего члена этой последовательности найдено с помощью специального оператора 
rgf_findrecur из состава пакета genfunc системы Maple. Оператор genfunc требует для ввода 
четное число членов последовательности. Для других коэффициентов рекуррентное уравнение 
проще и имеет вид 

, , 1 , 2 , 33 3 , 1,2j n j n j n j nC C C C j− − −= − + = . 

Решение рекуррентных уравнений дает оператор rsolve. Готовые формулы легко 
проверяются при других значениях числа панелей в численном режиме работы программы. 
Заметим, что для символьных преобразований при большом числе панелей требуется 
значительное время выполнения, быстро растущее с увеличением n .  

Анализ решения 
Численные расчеты показывают, что полученное аналитическое приближенное решение 

соответствует точному при малых значениях параметра c , характеризующего уклон верхнего 

пояса. При 1,04b м= , 1,5a м= , / 30c a= , 3n =  погрешность не превышает 6 %. Заметим, что 

в практике используются фермы со значительно большим уклоном / 5c a= . Учет в разложении 
более высоких степеней c , вплоть до пятой, не решает проблему. С увеличением же числа 
панелей погрешность растет еще больше.  

Зафиксируем длину пролета и суммарную нагрузку sumP  на ферму, положив усилие на 

каждый узел верхнего пояса зависящим от числа панелей  

(2 1)L a n= + , / (2 1)sumP P n= + . (5) 

Найдем следующий предел:  

2lim / / (3 ).sum
n

n P cd b
→∞

∆ =  (6) 

Эта величина имеет теоретическое значение при выборе схемы решетки. В зависимости от 
конструкции фермы рост прогиба как функции числа пролетов имеет различную степень [2].  
На рисунке 3 представлены кривые зависимости относительного прогиба ' / sumEF P∆ = ∆  от 

числа панелей, полученные на основе (3), при 20 ,L м=  / 40c a=  и условии (5); размеры даны в 
метрах.  
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Рисунок 3. Зависимость прогиба от числа панелей  

Усилия в стержнях 

Индуктивный метод позволяет получить формулу для усилия в каждом из стержней фермы 
без ограничения на малость параметра c , характеризующего уклон верхнего пояса. 
Необходимость таких формул возникает при расчете прочности стержней на разрыв и анализе 
устойчивости сжатых стержней. Кроме того, эти усилия необходимы для получения формулы для 
прогиба в виде конечной суммы, если вывести ее в общем случае для произвольного значения c  
не удается, а разложение по малому параметру, как выяснилось, пригодно лишь для весьма 
небольших уклонов. 

Для стержней нижнего пояса в результате индуктивного обобщения решений задачи метода 
вырезания узлов для десяти ферм имеем следующие формулы для усилий в стержнях 

1,..., 1j n= +  от действия распределенной по верхнему поясу нагрузки P: 

2 (2 )
.j

jn j j
U Pa

b jc

+ −=
+

 (7) 

Для стержней верхнего пояса: 

2
2 22 (2 1) 2 6 3

, 4
2(2 (2 1) )j

n j j j
O Pg g a c

b j c

− − + −= − = +
+ −

. (8) 

Для нисходящих раскосов: 

2 2
( ) ( (2 2 3) ( 1) ) ( ( 1) )

(2 (2 1) )( ( 1) )
нис

j

b n j j j c a b j c
D P

b j c b j c

− + − − + + −
=

+ − + −
 (9) 

Для восходящих: 

2 2
( ) ( (2 2 3) ( 1) ) ( )

(2 (2 1) )( )
всх

j

b n j j j c a b jc
D P

b j c b jc

− + − − + +
= −

+ − +
. (10) 

Формулы для усилий в стержнях от действия единичной силы имеют сходную структуру.  
Для усилий в стержнях нижнего пояса (растянутый) имеем положительные величины: 

,j
a j

u
b jc

=
+

 1,..., 1.j n= +  
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Для стержней верхнего (сжатого) пояса усилия меньше нуля: 

(2 1)
,

2(2 (2 1) )j
g j

o
b j c

−= −
+ −

 

Для нисходящих раскосов: 

2 2
( ) ( ( 1) )

(2 (2 1) )( ( 1) )
нис

j

b a b j c
d

b j c b j c

+ + −
=

+ − + −
. 

Для восходящих: 

2 2
( ) ( )

(2 (2 1) )( )
всх

j

b a b jc
d

b j c b jc

+ +
= −

+ − +
. 

Длины стержней легко вычисляются: ( ) ( ) 2 22 , 4 ,u o
j jl a l a c= = + ( ) 2 2( )всх

jl a b jc= + + , 

( ) 2 2( ( 1) )нис
jl a b j c= + + − , 1,..., 1.j n= +  

Предельные значения прогиба 
Аналитические выражения для усилий позволяют получить точное выражение для прогиба в 

конечной форме. Сумму, входящую в формулу Максвелла–Мора (2), удобно разбить на четыре: 

для стержней нижнего пояса ( )u∆ , верхнего пояса ( )o∆ , стержней решетки – нисходящие раскосы 
( )нис∆  и восходящие ( )всх∆ . Имеем общие выражения: 

( ) ( )
2 1 2 1

1

2 n
u u

i i i n n
i

U u l U u a
EF + +

=

 
∆ = + 

 
∑ , 

1
( ) ( )

1

2 n
o u

i i i
i

O o l
EF

+

=
∆ = ∑ , 

1
( ) ( ) ( ) ( )

1

2 n
нис нис нис нис

i i i
i

D d l
EF

+

=
∆ = ∑ , 

1
( ) ( ) ( ) ( )

1

2 n
всх всх всх всх

i i i
i

D d l
EF

+

=
∆ = ∑ . 

Указанные суммы имеют конечные, хотя и громоздкие, выражения, которые легко 
получаются в системе Maple оператором sum. Результат выражается через дигамму-функцию – 
логарифмическую производную гамма-функции. Эти формулы не имеет смысла выписывать, ими 
можно просто пользоваться, вычисляя суммы для конкретных значений числа панелей, что 
значительно точнее и быстрее прямого численного решения задачи. Предельные же величины 
при увеличении числа панелей вычисляются достаточно легко – с помощью оператора limit 
системы Maple. Зафиксируем суммарную нагрузку и длину пролета фермы (5). Имеем следующие 
пределы: 

( )lim 0,u

n→∞
∆ = ( ) 2lim / 3 / (8 ),o

n
n g c

→∞
∆ = ( ) ( )lim / lim / / 8нис всх

n n
n n b

→∞ →∞
∆ = ∆ = − . 

Этот результат позволяет оценить вклад отдельных элементов в общую деформативность 
конструкции. Слагаемое в сумме формулы Максвелла–Мора, соответствующее стержням нижнего 
пояса, с увеличением числа панелей уменьшается до нуля, остальные слагаемые выходят на 
асимптоту. Кроме того, разбиение суммы на четыре дает возможность получить решение для 
различных жесткостей стержней поясов и решетки. Результат будет в этом случае иметь вид  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 ,u o нис всхγ γ γ γ∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆  (11) 

где коэффициенты , 1,.., 4k kγ =  выражают жесткости различных стержней через некоторую 

заданную /k kEF EF γ= . Заметим, что предел (6), полученный по приближенной формуле, 

показывает иной характер роста прогиба – квадратичный, что лишний раз напоминает о 
необходимости осторожного обращения с формулами, найденными разложением в ряд по малому 
параметру. 
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Пример расчета 
В таблице приведены результаты расчета усилий в стандартной ферме пролетом 24 м с 

уклоном / (2 )c a = 10 % по формулам (7)–(10), в которых использованы значения 1,04b =  м, 

1,5a =  м, / 5c a= , 3n = , 6P = кН. Результаты хорошо согласуются с данными [3] и близки [4], 
где предложен и рассчитан вариант фермы «Молодечно» с дополнительными вертикальными 
стойками.  

Следует отметить характерную для таких ферм смену знака усилия в раскосе. 
Аналитическое решение (9) или (10) позволяет легко найти условие этой смены из решения 

уравнения ( ) 0всх

jD =  или, что то же, (2 2 3) ( 1) 0.b n j j j c− + − − =  На номер панели j  (первый 

столбец таблицы), где происходит смена знака, влияет главным образом отношение /b c . При 
0с = смены знака не происходит. 

Прогиб, вычисленный по формуле (11) при 1, 1,..,4k kγ = = , 52 10E = ⋅  МПа, 23смF =  и 

условной нагрузке 1P = кН, равен 0.014 м. 

Таблица 

j   jU   jO   ( )нис

jD   
( )всх

jD  

панель кН 

1 47.015 −26.603 32.211 −27.548 

2 65.854 −57.669 13.902 −12.551 

3 69.588   −68.216 2.998  −2.796 

4 64.286 −67.079  −4.645  4.422 

Выводы 
Разложением в ряд по малому параметру аналитического решения, найденного методом 

индукции, получено приближенное выражение для прогиба фермы при малом уклоне верхнего 
пояса. Обнаружено, что ряд сходится весьма медленно, и решение справедливо лишь для узкого 
диапазона уклона. Однако усилия в стержнях удается найти в аналитической форме для 
произвольных параметров конструкции. Это позволяет обойти ограничения на уклон в методе 
разложения в ряд. Результат получается в виде конечных сумм и допускает простой предельный 
по числу панелей анализ. Найдены асимптоты решения с учетом разных жесткостей стержней 
фермы. Приведен пример расчета, дающий хорошее совпадение с известными результатами.  
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